Résumé: Le travail présenté porte sur I'étude mathématique et la
validation numérique d'une méthode de discrétisation de problemes aux
limites issus de la physique et de la mécanique dans des domaines
tridimensionnels axisymétriques (c’est-a-dire invariants par rotation
autour d'un axe). L'opérateur différentiel intérieur et celui de bord du
probléme tridimensionnel considéré satisfont aussi des propriétés
d'axisymétrie. L'intérét de travailler dans un domaine axisymétrique est
que la solution du probléme tridimensionnel, muni de conditions aux
limites adéquates sur différentes parties de la frontiere, admet un
développement en coefficients de Fourier par rapport a la variable
angulaire. En outre, chaque coefficient de Fourier est solution d'une
famille dénombrable de problémes bidimensionnels dans le domaine
méridien, c'est-a-dire la section orthogonale a I'axe du domaine initial.
Une des difficultés liées a cette réduction de dimension est que la
mesure cartésienne est remplacée par une mesure avec poids, qui est
due a |'utilisation de coordonnées cylindriques...
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Introduction générale

eaucoup de problemes issus de la physique et de la mécanique sont formulés comme
des problémes aux limites dans des domaines tridimensionnels. Mais le calcul tridi-
mensionnel cofite tres cher et est parfois impossible avec les moyens actuels a cause de
la complexité de I'’équation aux dérivées partielles et de la géométrie du domaine. Il est
classique, en mécanique de contourner la complexité de la géométrie tridimensionnelle
et de réduire le domaine d’étude. Par exemple, pour les structures ayant deux dimensions
petites par rapport a la troisieme comme les barres, ou celles ayant une dimension petite
par rapport aux deux autres comme les plaques ou les coques, on fait des approximations
qui ramenent les problémes initialement tridimensionnels a des problémes respective-
ment monodimensionnels ou bidimensionnels [32]. Dans le cadre de cette theése, on sup-
pose que le domaine initial est invariant par rotation autour d’un axe (axisymétrique) et
que Popérateur intérieur et I'opérateur de bord satisfont des propriétés d’axisymétrie. Le
probléme peut alors étre réduit, sans aucune approximation et par des développements en
coefficient de Fourier par rapport a la variable angulaire, en une famille dénombrable de
problémes bidimensionnels. Cette réduction est d’autant plus intéressante que si en plus
les données sont axisymétriques, seuls les coefficients de Fourier d’ordre zéro subsistent.
Dans le cas de données initiales quelconques, une méthode d’approximation consiste a
négliger les fréquences de grands ordres et réduire le probléme initial a un nombre fini
de problemes bidimensionnels associés a un nombre fini de coefficients de Fourier. Ils y
étudient en outre. L’erreur due a cette troncature a été étudiée dans [8] : il est prouvé
que pour des données analytiques, cette erreur décroit exponentiellement par rapport a
la troncature sur les fréquences. Ce type de problémes axisymétriques a été traité par la
méthode des éléments finis [14] et [15] et par la méthode spectrale [8], dans un cas
d’une décomposition conforme avec une condition de continuité a travers les interfaces.

Le domaine axisymétrique le plus simple est évidemment le cylindre généré par un rec-
tangle unique. Quoique intéressant et assez fréquent dans la physique, ce cas est restrictif
pour les problémes réels. C’est pourquoi on généralise & un domaine méridien polygonal
qui peut donc étre décomposé en un nombre fini de rectangles ou de trapézes disjoints.
Néanmoins, la présence de coins dans le domaine méridien induit des limitations séveéres
sur la régularité des solutions [29] et donc une faible vitesse de convergence lorsqu’on
approche notre solution par une méthode spectrale ou d’éléments finis [21], [35]. On
décompose alors la solution en une partie réguliere, avec régularité optimale, et une
combinaison linéaire de fonctions singuliéres [31].

Les méthodes de décomposition de domaines consistent a partager le domaine de
résolution d’une équation aux dérivées partielles, en sous-domaines de plus petite taille
et dans la mesure du possible de géométrie plus simple. Pour ces méthodes, les condi-
tions de transmission (contraintes de raccord sur les interfaces) sont déterminantes pour
une bonne approximation de la solution du probléme initial, ainsi que pour lefficacité
numérique (cofit de calcul, adaptation au parallélisme).

On distingue deux types de techniques de décomposition de domaines : conforme et
non conforme. Pour des discrétisations de type variationnel, la conformité se traduit par



l'appartenance des fonctions discretes a I'espace apparaissant dans la formulation varia-
tionnelle : comme ces fonctions sont, en général, tres régulieres sur chaque sous-domaine,
cette appartenance se réduit a I'imposition de conditions de raccord appropriées sur les
interfaces. Ainsi pour un probléme de Laplace la conformité se traduit par la continuité
des fonctions. Notons que ce type de raccord suppose, en général, une disposition parti-
culiere des sous-domaines, de leurs maillages est l'utilisation de discrétisations du méme
type sur chacun d’eux.

La méthode de joints s’inscrit dans le cadre de méthodes de décomposition de do-

maine sans recouvrement avec discrétisations de type variationnel. Elle a été introduite
et étudiée pour des problemes d’ordre deux, pour des éléments spectraux et pour le
couplage des méthodes spectrales et de la méthode des éléments finis dans [18], [19],
[20], [27] et [39], en fait la méthode fournit un cadre approprié pour le couplage de
différentes discrétisations dans les sous-domaines. De nombreuses applications, basées
sur la méthode de joints, ont vu le jour pour des probléemes d’ordre deux et notamment,
I'extension de celle-ci aux problémes tridimensionnels non conforme [13], le couplage
de méthodes spectrales et des éléments finis [34]. On cite également les travaux de Y.
Achdou, Y. A. Kuznetsov et O. Pironneau [3] et [4] pour les problémes de la mécanique
des fluides en dimension trois.
Dans ce travail, on se propose d’étendre la méthode de joints, a la résolution d’équations
de Laplace et de Stokes tridimensionnels dans un domaine axisymétrique. En effet ces
problémes interviennent dans de nombreux systémes de mécanique des milieux conti-
nus, aussi bien pour des solides que des fluides. Pour la résolution directe de ce genre
de problémes, les méthodes spectrales fournissent un cadre approprié, puisque les po-
lynémes approchent bien les fonctions ré gulieres (il est bien connu que l'erreur d’ap-
proximation décroit comme une puissance négative du degré maximal des polynémes).
Dans le premier chapitre, on introduit les domaines d’étude qui sont principalement trois
types de domaines présentant des singularit és d’arétes. On rappelle I'expression explicite
des fonctions singuliéres associées a 'opérateur de Laplace, et le résultat d’approxima-
tion polynomiale de ces fonctions. Ces types de singularités sont totalement connus dans
les cas bidimensionnel d’ot l'interét de traiter les problemes axisymétriques. On montre
aussi 'utilité de ce résultat pour doubler 'ordre de I'estimation d’erreur en norme H'
entre la solution du probléme continu et la solution discréte du probléeme de collocation
sur [—1,1].

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit la discrétisation spectrale qu'on adopte dans
les éléments et on présente les outils nécessaires a la méthode de joints, a savoir les
opérateurs d’interpolation polynémiale et les opérateurs de projection. Ensuite on traite le
probleme de Laplace dans le cas de conditions aux limites de type Dirichlet homogeénes. La
discrétisation du probléme continu repose sur la formulation variationnelle et s’effectue
par la méthode de Galerkin avec intégration numérique. L'espace d’approximation n’est
pas contenu dans I'espace continue, il s’agit d'une non-conformité d’espace. On montre
notamment que l'erreur ne dépend que de la régularité locale de la solution exacte dans
les sous-domaines. Il faut noter que les estimations d’erreur qu’on obtient sont optimales.

Ensuite une partie est consacrée a 'analyse mathématique de l'algorithme de Strang
et Fix. Deux algorithmes pour le calcul de coefficients de singularité, celui Amara et
Moussaoui [6] et celui de Strang et Fix [40], ont été étendus au cadre de la méthode de



joints pour le bilaplacien [11] et le Laplacien et Stokes [31] dans le cas bidimensionnel.
Dans l'étude théorique de notre probléme, on traite séparément les cas axisymétrique,
général et tridimensionnel.

A la fin du chapitre 1, on présente la mise en ceuvre de la méthode de joints et les
matrices associées au probleme. Le code de calcul est développé en langage MATLAB.
Des résultats numériques prouvant lefficacité de la méthode des joints sont présentés et
commentés.

Par analogie au deuxiéme chapitre, le chapitre 3 est consacré a I'étude mathématique
et numérique du probléeme de Stokes par la méthode spectrale des éléments avec joints,
pour une décomposition géométrique non conforme dans des domaines axisymétriques,
et a 'étude de l'algorithme de Strang et Fix. On prouve deux conditions inf-sup sur les
deux formes bilinéaires discrétes qui interviennent dans les problémes discrets dans les
deux cas axisymétrique et général. On présente aussi les estimations pour les solutions u
et p. On utilise ensuite une autre fois I'algorithme de Strang et Fix pour agrandir seule-
ment 'espace discret de la vitesse. Nous prouvons deux conditions inf-sup sur les deux
formes bilinéaires discretes qui définissent les problémes discrets dans les deux cas axi-
symétrique et dans le cas général. Il est a signaler que dans le cas non homogeéne on
perd du c6té de la singularité et on a un terme N2 log(N) qui intervient dans toutes
les inégalités du coté de la singularité, mais ceci n’empeche pas la convergence de la
méthode. Les estimations d’erreur sur u et p sont aussi bonnes que dans le cas conforme
avec continuité d’interface et de méme ordre, il n’y pas de perte d’optimalité dans les
estimations de l'erreur réelle, ce qui prouve Pefficacité de la méthode des joints. Enfin on
termine le chapitre 3 par une mise en ceuvre de I'algorithme de Stokes ot1 on présente les
outils nécessaires (matrices A, B, F' et G, et matrices de raccord...), suivi des tracés et
des courbes d’erreur analysés et commentés.

Dans le chapitre 4 et 5, c’est - a - dire dans I'annexe 1 et 2, on explicite le choix
des bases en fonction de la discrétisation choisie, les équations discretes et le calcul des
coefficients des matrices associées aux deux problemes de Laplace et Stokes. Enfin on
explicite les matrices qui assurent le raccord entre les interfaces.
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1.1. Géométrie

Le but de ce chapitre est d’introduire le cadre général de la théorie spectrale de Fou-
rier pour les problémes axisymétriques dans lequel s’insérent le probleme de Laplace et
le probléme de Stokes. Nous décrivons la géométrie et les espaces fonctionnels pour un
probléme elliptique et nous écrivons les formulations variationnelles associées dans un
premier lieu a des données axisymétriques, ensuite a des données générales. Nous don-
nons quelques résultats de régularité des solutions.

Les résultats de ce chapitre figurent dans [8, Chapitres I et I1], nous y référons pour
les démonstrations.

1.1 Géométrie

Pour un point de R3, on utilise les coordonnées cartésiennes (z,y, z) ou cylindriques
(r,0,z) avec
z=rcosf,y=rsind,re Ry, 0¢c]|-mn[,

et
—Arccost siy<0
— S22 _ v y=0,
" 2yt 0 { Arccos 7 siy > 0.

On note R? le demi-espace de R? défini par :
Ri = {(ﬁz) eR?%r> 0}.

Soit © un polygone de R2, de frontiére 99 = ‘E"Jl T; formée d’un nombre fini de

segments I';, 1 < i < n, dits cotés de . Les extrémités de ces cotés sont dits coins de
Q. On appelle ¢, ¢z, ...c¢ les coins du polygone qui sont sur 'axe r = 0, et ey, es, ...e; les
autres coins de €. On note Iy I'intersection de 92 avec 'axe r = 0 et I' = 9Q\I'y. On note
() le domaine de R® obtenu par rotation de €2 autour de l'axe r = 0. L'ensemble () sera
appelé domaine méridien de 2 et on a
Q={(r60,2) eR® (r,z) €QULy, —T << 7}. (1.1.1)
Dans la suite, on va travailler dans des domaines présentant des obstacles, comme
illustré dans les figures 1.1 et 1.2.

1.2 Problemes axisymétriques et réduction de la dimen-
sion

On consideére le probleme elliptique [A, B] défini dans 2 par :

¢ = Aﬁ:f dans €0,
[A,BH B ! (1.2.1)

J. Satouri



1.2. Problémes axisymétriques et réduction de la dimension

é" (IJ P‘ Pt
T

2 < e 4

o q [}

FIGURE 1.1 - Exemple de géométrie 1
r T
r

a / ey
L . 5

o = o 3 7 [

FIGURE 1.2 - Exemple de géométrie 2

ott A et B sont respectivement des M x M et m x M opérateurs différentiels, ¥ est
une inconnue & M composantes et f et § sont des données correspondant aux forces
extérieures. On renvoie a [5] pour les définitions générales et les propriétés des opérateurs
elliptiques.

On note R, la rotation de R® d’angle 7 autour de I'axe r = 0, elle est définie par :

R, (x,y,z) = (xcosn — ysinn, sinn + y cosn, z) (1.2.2)
1l est évident que ) est invariant par la rotation R,), que le vecteur normal 7 au bord a0
est obtenu par rotation du vecteur n normal a I autour du méme axe et que pour tout
¥ € D'(2), on a la formule :

(B0 Ry, ) = (B, 0 R,*) Vab € D(). (1.2.3)

Ci-dessus, p(f 2) dénote I'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support com-
pact dans 2 et D’(§2) I'espace des distributions associé.

Définition 1.2.1 Le probléme [A, B} est dit axisymétrique si, pour tout n dans [—m, 7] il
existe un automorphisme I,, de R* et un automorphisme .J,, de R™ tels que toute fonction

12
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1.2. Problémes axisymétriques et réduction de la dimension

réguliére ¥ : ) —s RM satisfasse :
A(I,(®oR,)) =1, ((AB)oR,),
1,0 ) 1 ) ) 124
B (5o Ry) = J, ((Bo)o R,).
Remarque 1.2.1 Dans le cas ou M = 1, I,, est la fonction multiplication par une constante.
La propriété (1.2.4) devient alors A (o R,)) = (A%) oR,,.
1.2.1 Problémes invariants par rotation

Définition 1.2.2 Le probléme {A, E} est dit invariant par rotation si, pour toute fonction
réguliére ® : ) —s RM et pour tout n € [—m, 7| ona :

{ A((BoRy) = (
B((50R,)) = (

A®)oR,
o ’ 1.2.5
B¥)oR,,. (1.2.5)
Une propriété équivalente a la définition 1.2.2 est la suivante.

Propriété Le probleme [Zl, E} est invariant par rotation si et seulement les opérateurs

A et B écrits en coordonnées cylindriques ont des coefficients indépendants de 6, c’est &
dire qu’il peuvent étre écrits sous la forme :

A(2,y,205,0,,0,) = A(r,2;0,,0,0) (1.2.6)
B (2,y,%0,,0,,0.) = B(r,20,,0,0)
Exemple 1.2.1 Le laplacien A = 07 + 92+ 02 s'écrit en coordonnées cylindriques 02 + +0, +
7_%83 + 02. Associé a des conditions de Dirichlet sur le bord, le laplacien est donc invariant
par rotation.
Définition 1.2.3 Soit % € D'(Q2), % est dit invariant par rotation si :

Vn € [-m, 7], ¥o R, = B. (1.2.7)

Maintenant, si toutes les données du probleme (1.2.1), a savoir A, B, fetg, sont
invariants par rotation, alors celui ci se réduit au probleme bi-dimensionnel suivant :

{ Av = f dansQ, (1.2.8)

Bv=g surl,

oll s
P2 =Faps), gine) =g @2,

A(r,20,,0:) = A (r,20,,0,0:), (1.2.9)
B (r,2;0,,0.) = B (r,20,,0,0.) .

On voudrait généraliser cette réduction aux problemes axisymétriques.

13
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1.2. Problémes axisymétriques et réduction de la dimension

1.2.2 Problemes axisymétriques avec données axisymétriques

Définition 1.2.4 Soit ¥ € D'(S2) et § une fonction définie sur ). La distribution ©, resp.
la fonction g, est dite axisymétrique si, pour tout n dans [—m, «] il existe un automorphisme
I, de RM, resp. un automorphisme J,, de R™, tel que :

I,(6oRy) =
(o Ry) =

(1.2.10)
(1.211)

S

@

Remarque 1.2.2 Si le probléme [A, I;’] est axisymétrique dans le sens de la définition

1.2.1, alors A% est axisymétrique dans le sens (1.2.10) et B est axisymétrique dans le
sens (1.2.11).

Dans le but de réduire la dimension d’'un probléme axisymétrique, nous allons faire ’hy-
pothese suivante.

Condition 1.2.1 On suppose que les opérateurs 1 — I,,, 1 — J,, sont des morphismes de
groupes, cest-a-dire :

Ve [—m, 7| ,Vé e [-m 7] Inie=1I,0l et Jype=JyoJe. (1.2.12)

Moyennant cette hypothese, on peut montrer facilement que si le probléeme [A, E] et les

fonctions ¥, f et § sont axisymétriques, alors les applications suivantes sont invariantes
par rotation :

(r,6,2) — Ip®(r.0,2), (r,6.2) — Ipf (r,0,2), (r.0,2) — 4§ (r.6,)
et on a la proposition suivante.

Proposition 1.2.1 Sile probléme {A, B‘} est axisymétrique, alors le probléme associé {A y B*]

est invariant par rotation, ot [A*,E*} est défini par :
(A"%) (r,0,2) = Ip (A(I_g®))(r,0,2), (1.2.13)
(B"8)(r,0,2) = Jp (B(I_4®))(r,6,2).

7 . e 7 i > * 7 .
On déduit de cette proposition que les opérateurs A" et B" s'écrivent sous la forme :

A" (2,9,20,,0,,0.) = A(r,z0,,0,0.), (1.2.14)
E*(z,y,z;am,a?,,az) = B(r,20,,0,0.)

et on pose A (r, z;0,,0,) = A (r,2;0,,0,0,) et B(r,z;0,,0,) = B(r,2;0,,0,0,).

14
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1.2. Problémes axisymétriques et réduction de la dimension

Proposition 1.2.2 On suppose que le probléme [A, B} est axisymétrique et que (A, B)

est défini sur un espace V & valeurs dans un espace produit F x G. On définit Vo, Fy et
Gy comme sous-espaces respectifs de V, F' et G des fonctions axisymétriques. Alors il existe
des espaces de fonctions V, F et G, définies sur , tels que les fonctions suivantes sont des
isomorphismes :
Dy Vp —V p:Fy — F g : Gy — G
Py ¥(r,2) = (Ip¥)(r,0,2), Cp f(r,2) =Tof)(r0,2), @c §(r,2)= (Jsg)(r.0,z).

Par construction, les problemes [A, B] et [A, B] sont équivalents et la réduction est
décrite par le diagramme suivant :

Vo 4B Eixd
oy 4 1 apxag

v AR Ra,
Finalement, si {A, E’} est axisymétrique et si les données f et § sont axisymétriques, alors
on a 'équivalence entre 1) et ii) :
i) ¥ est solution du probléme | A, B| et est axisymétrique,
ii) v est solution du probleme [A, B].
En plus, si [Zl, é] est bien posé, toute solution ¥ associée a des données axisymétriques
est axisymétrique.

1.2.3 Problémes axisymétriques avec données quelconques

On peut transformer les probleémes axisymétriques avec des données non nécessairement
axisymétriques, en problémes invariants par rotation. On commence par définir {2 comme
un produit :

Q={(r0,2); (r,2)eQ, —n<6<n}. (1.2.15)

Proposition 1.2.3 On suppose que le probléme [A, Bﬂ est axisymétrique et que (A, B) est
défini sur un espace V a valeurs dans un espace produit F x G. Alors il existe des espaces de
fonctions V, F' et G, définies sur €2, tels que les fonctions suivantes sont des isomorphismes :
Oy V—V Op:F— F be:G— G
v 0(r,0,2) = (1g9)(r,0,2)  Op f(r,0,2) = (Iof)(r,0,2) Pc §(r,0,2) = (Jog)(r.0,2)

En plus, les opérateurs A (r,z;0r,09,0.) et B (r,z;0r, Dy, 0,) donnés par (1.2.14) sont
tels que les problémes [A, B} et [A, B} sont équivalents et la réduction est décrite par
le diagramme suivant :

= L e
dy 4 b epxag
v 4B pea
15
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1.3. Exemples

Un moyen naturel de réduire un probléme axisymétrique défini sur €2 en une suite de
problémes posés sur (2 est d’utiliser le développement de Fourier par rapport a la variable
angulaire 6. Ce cadre est d’autant plus intéressant que le probléme réduit ne dépend pas
de 6 et donc le probléme initial induit une suite de probléemes complétement découplés.

Soit ¥ une fonction définie sur ) et soit & = I, la fonction correspondante définie
dans €. Pour chaque k € Z on associe le coefficient de Fourier

ok (r,2) = \/%/ﬂ B(r, 0, 2)e~*94p. (1.2.16)

Alors le probleme [fi, BS} est équivalent a la famille dénombrable des problemes

réduits suivants :
Apor = 5 dans Q,
Byv* = g*  sur 09,

ol les opérateurs A et By, sont définis par :

VkeZ{ (1.2.17)

Ay (r,2,0,,0.) = A(r,z;0,,ik,0,), (1.2.18)
By (r,20.,0,) = B(r,z0.,ik,0,).

Remarque 1.2.3 Si les fonctions ¥, f et § sont axisymétriques, tous leurs coefficients de
Fourier sont nuls, sauf v°, f’et g° respectivement et le probléme [Ag, By coincide avec le
probléme [A, B].

1.3 Exemples

Afin d’appliquer ce qui précéde a des problemes physiques réels tels que le probleme
de Laplace ou celui de Stokes, on commence par écrire les différents opérateurs qui inter-
viennent en coordonnés cylindriques, dans les deux cas scalaire et vectoriel.

Soit (7., 74, 7,) une base cylindrique orthonormée associée a la base (7, Tys 7,) cartésienne.
On a les formules de bases :

1 1
Oy =cos0 O, — —sinh 9y et 9, =sinf d, + — cosd Jy. (1.3.1)
r r

On en déduit les formules suivantes.
1) Cas scalaire :

Coordonnées cartésiennes | Coordonnées cylindriques
Vo 020 Ty + 0y0 7y + 0,0 T2 Opv Ty + %8917 To + 0,0 T,
Av P26 +020 +02V v +100 +103v + 02

2)Cas vectoriel :

Pour le cas vectoriel, on rappelle qu'un vecteur ¥ a valeurs dans R? s'écrit en coor-
données cartésiennes v, 7, +v, 7, +v.7. et en coordonnées cylindriques v, 7, +voTo+v.T:
ce qui implique que

Up = vy cos0 +vysinf et vy = —v,sinf + v, cosb, (1.3.2)

16 .
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1.4. Espaces de Sobolev a poids

etona

Coordonnées cartésiennes

Coordonnées cylindriques

div © 0,0z + Oyvy + 00,

v + Lv, + L0pvp + 020,

(020, + 020, + 02v,) Tot
AD (Ofvy + Ogvy + szy) Tyt
(020, + 020, + O%v,) 72

(0%v, + %B,.’U,,. -I; Lo7vr + 0%,
— 72 Ur — 72 000) Ty
+(0§vg +1%8Trg ;» %(’)g’ug + (93’00
— 72V + ;2000,)To
+ (6,2,'112 + %(‘9,.172 + %33’02 + 631};) T

1.4 Espaces de Sobolev a poids

Par le changement de variables des coordonnées cartésiennes en coordonnées cylin-
driques, la mesure dzdydz se transforme en rdrdfdz. En écrivant le probleme de Laplace
ou celui de Stokes sous forme variationnelle réduite définie sur €, il apparait des mesures
comme rdrdz ou r~'drdz. Ce changement de mesure donne lieu & de nouveaux espaces

de Sobolev a poids.
Définition 1.4.1 1) On définit Uespace

L3,(9) = {u: Q — C mesurable, (/n

[u? (7, 2) |Ti1drdz)% < +oo}

qui est un espace de Hilbert quand il est muni de la norme suivante

el = f [l ) 1drds) .
+1 Q

2) Pour m € N*, on définit Uespace

m k
H(Q) = {u: Q — C mesurable, (> > _[|0/0"u

1
if(g)) 7 < +oo}

k=0£=0

qui est un espace de Hilbert quand il est muni de la norme suivante

m k
H™(Q) = (ZZ

k=00=0

I

il est aussi muni de la semi norme

Hﬁfﬁi"‘%\\igm))?;

m

- 1

|”‘H1m(n) = (ZH[),{[);” i“H%f(51))2<
=0

(1.4.1)

(1.4.2)

3) Pour s réel positif non entier; on définit Uespace H; () par interpolation entre Uespace
HEFY(Q) et HP(Q), ot [s] désigne la partie entiére de s.

4) On définit Uespace de Hilbert V! (€2), muni de la norme (||.||%

2
H() + ||~||L§](Q)

Vi) = H{ () N L%, ().

)%par:

(1.4.3)
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1.5. Fonctions axisymétriques

1.5 Fonctions axisymétriques

On étudie séparément les cas covariant et contravariant, qui correspondent respecti-
vement aux fonctions invariantes par rotation et axisymétriques avec I, = R_,,.

1.5.1 Cas covariant

On considere les fonctions de H*(2) qui sont invariantes par rotation dans le sens

(1.2.7). On note l'espace correspondant H*({). Soit & € H*({2), ¥ est caractérisé par
l'existence dune fonction v définie sur Q par :

v(r,z) =0(z,y,2). (1.5.1)
Théoreéme 1.5.1 Soit s un réel positif, alors Uapplication :

H3(Q) — HL(Q)
v — v

est un isomorphisme, ott H? (Q2) est défini comme suit :
i) si s n’est pas un entier pair

Hi(Q)={we H;(Q),07 wr, =0,et 1 <j<s/2}, (1.5.2)

muni de la norme ||<||H;(sz) = H'HH?(&Z)y
ii) si s est un entier pair

Hi(Q) = {we H{(Q),0¥  wpr,=0,1<j<s/2et 05 we L2,(Q)} (1.5.3)
d l — 2 s—1 2 /
muni de la norme |[wllir; @) = (Ilell3 @) + 10wl o)) " -

1.5.2 Cas contravariant

Soit H"(2) Pespace des fonctions & = (v1, vy, v3) € H*({2) qui vérifient (1.2.10) avec
I, = R_,. On considére la fonction invariante par rotation ¢ = (v, vg,v.) = Iy®, alors
ona:
vy = cos 0 v, +sinf vy,
vg = —sinf v, + cosf v, (1.5.4)

Uy, = U,
En conséquence de la Proposition 1.2.1 on a :

vn € [-m7], Ro,(DoR,) =¥
<= v, Vp, v, sONt invariants par rotations.

18
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1.6. Coefficients de Fourier

Théoréme 1.5.2 Soit s un réel positif alors Uapplication :

H(0) — H2(Q) x H2(Q) x HL.(Q)

B — B(vp,v6,0z)

est bien définie et injective ott H* () est défini comme suit :

i) si s n’est pas un entier impair

J . os—1
H*(Q) = {w € Hi(Q),0%wr, =0,et1<j< T} (1.5.5)
muni de la norme
[[wll s Q) = ||H’HH-;(Q)~,
ii) si s est un entier impair

s—1

H(Q) = {w € Hy (), 0%wp, =0,1<j < et 9w e LEI(Q)} . (15.6)

muni de la norme

_ 1/
ol @ = (0l + 105wl @) -

1.6 Coefficients de Fourier

Le but ici est d’étendre les résultats de la section précédente aux espaces standards de
Sobolev H*(2).

Définition 1.6.1 Soit ¥ € H*(S2). On définit, comme dans (1.2.16), les coefficients de Fou-
rier de ¥ notés v* par :

1
- V2r ) —n

On définit aussi la troncature de la série de Fourier pour chaque entier positif K par :

o (r,2) o (r,0,2) e *0de. (1.6.1)

1 ik
U (2,y,2) = T Z o (r, 2) e (1.6.2)
27 <k
On traite comme précédemment les deux cas covariant et contravariant.

1.6.1 Cas covariant
Théoreéme 1.6.1 1) Soit s un réel positif alors Uapplication suivante est un isomorphisme :

H(Q) — kngH(k)(Q)

b (0h)kes
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1.6. Coefficients de Fourier

ot
D si|k| > s —1, Hy, () = V() muni de la norme

; el e s 1/2
el @) = (Iollrsioy + P wliEa ) (1.63)
i) si|k] <s—1

s _ w € H5(Q),dwr, =0,1<j<|k| -1}, sik est pair,
Hijy () = { }w € H*(Q),0lw/r, =0, 1 < j < |k| -1}, si k est impair (164

muni de la norme

ool

(k)

[[wll s (), stk est pair;
D7 Nwllgs @ sik est impair.

On a en plus Uéquivalence suivante des normes :

1

2

o] oy < <ZI|U’€H%&)(Q>) < N0l e ey (1.6.5)
kez

2) Soit t un réel positif tel que t < s. Il existe une constante c telle que pour tout entier
naturel K, on a :

118 = Excll ey < K118 ey Vi € H(Q). (1.6.6)

1.6.2 Cas contravariant

Théoreéme 1.6.2 Soit s un réel positif. On introduit Uespace H(Sk)*(Q) comme suit :
0 skl > s HE,), (Q) = VE(Q),
i) si [k| < s,

we H(Q), 00wy, =0,1<5 <
° 1<j< (1.6.7)

. - k| — 2}, si k est pain,
Hip. () = { %w € H3(Q), 0w, =0, j %

\
|k| — 2}, si k est impair.

Alors Uapplication 5
H*(Q) — kl;IZka_) Q)

@ »—)(U’ﬁ,vé,vf)kEZ:(vk)kgz
est un isomorphisme, olt H (%) est Uespace des (wf,wf, wk) € Hy,) (Q) x Hy, (Q) x
H, () qui vérifient :
NI (w, + %wg) €L2,(Q) silkl=s,
D‘Tk‘fl(wr + l‘—,i"‘wg)/pn =0 silk|<s,

avec

20
J. Satouri



1.6. Coefficients de Fourier

1) Silk|#s

ol

[ (wr, wo, w2) ||my, () = (H“’v\ H @ T ||’U’9H§{gk)*(n) + H“&H?{ (sz))

2) Silk|=s

Il (wr, wo, w2) ||H(*k>(ﬂ) = (lwll? He () + ”ngH(k) @t szH?{;k)m)
H[OF = (w, + ng Wi (@)

Et on a équivalence suivante :

(3“ﬁ||Hx(§z) < (ZH"’kH%Ifk)(n)) < ("/“5“H-(s”z)~ (1.6.8)
keZ

1.6.3 Le probleme de Laplace

On considére le probléeme de Laplace tridimensionnel dans
(1.6.9)

Si f et ¢ sont invariants par rotation autour de I'axe (Oz), alors le probleme (1.6.9) se
ramene au probleme défini sur 2 par

2, 1. _ 52
{ —0%u (?u dZu=f dansQ, (1.6.10)

u=g sur I,

ol u, f et g sont des fonctions de r et z, et " sont définis dans la section 1.
Si f ou g ne sont pas invariants par rotation, alors le probleme (1.6.9) se ramene a un
nombre dénombrable de problemes définis de la facon suivante :

{ —0%ub — Lo uk — 92k + —u = f’C dans ©, (1.6.11)

ub=g* surT,
oll, pour k entier relatif, u*, f* et g* sont les coefficients de Fourier respectivement de

1, f et g, comme définis dans (1 6.1).

1.6.4 Formulation variationnelle
La formulation variationnelle du probleme (1.6.9) s’écrit :
Trouver # dans H' ()

avec i — j dans HL(€2), tel que (1.6.12)
(i, 8) =< f, 5>, Vo € H3(S),
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1.6. Coefficients de Fourier

ol & (4, 3) = [, V.V dS, et < f, 5 >= [5 f 0 d.

On note encore § un relévement de la trace de g dans H'({2). Par application du
lemme de Lax Milgram, pour f dans H—*({2) et § dans H'((2), la probléme (1.6.12) a
une solution unique dans H'((2).

Cas axisymétrique
On introduit I'espace

HL(Q) ={ve H(Q);v=0surT}. (1.6.13)
Lapplication Z définie sur H{(€2) & valeurs dans HY, () par
(1.6.149)
est un isomorphisme appelé opérateur de réduction. On note H{,(Q)’ 'espace dual de
HL,(Q). Onapour f € Hl,(Q), fe H () et

Yo € Hi(Q), < f,o>=<f,5>.

(On rappelle que < f,v >= [, f v rdrdzsi f et g € L}(Q)).
Soit g 'image de g par I'isomorphisme

HY(Q) — HI(Q)

avec u — g appartenant a H{, (), voir [8, Chapitre II].
On définit la forme bilinéaire a associée a a par

a(u,v) = a(i,8) Y(u,v) € HH(Q)
et qui est donnée par
a(u,v) = fﬂ(aruaw + 0,ud,v) rdrdz.

Le probléme (1.6.10) s’écrit :

Trouver u dans Hi(Q2),

avec u — g dans Hi,(9), tel que (1.6.15)

Vo € Hi, (), a(up)=< fv>.
Proposition 1.6.1 La forme a(.,.) est elliptique sur H{,(Q). Pour tout f dans H{ ()’ et
g dans H}(Q), le probléme (1.6.15) a une unique solution. Elle coincide avec l'image de
solution du probléme (1.6.12) par T définie dans (1.6.14), avec f dans H=1({)) et § dans
HI(Q). De plus si on suppose que f € L3(2), alors il existe C' > 0 telle que

[ullar ) < CUIf MLz + N9llar@))-

22
J. Satouri



1.6. Coefficients de Fourier

Cas général

Dans le cas général, on constate d’apres le théoréme 1.6.1 que si ¥ est dans H' (),
alors son coefficient de Fourier v° d’ordre 0 est dans 'espace H{ () alors que pour k # 0,
v* € Vi1(Q). Pour cela on a besoin d’introduire l'espace

VL(Q) ={veV!Q);v=0surT}. (1.6.16)

On introduit maintenant la forme sesquilinéaire a;, définie sur V;'(Q) x Vi}() par :

ak(u,v) = /(Bru 0,0+ Ou 0,0) rdrdz + kz/ wor~rdrdz.
Q Q

On a pour % et & dans H'(2) :
Zak(uk,’uk) = a(u, v).
&

On consideére pour k # 0 le probleéme variationnel :

Trouver u* dans V;! (),
avec u* — g* dans V., (), tel que (1.6.17)
Yo e VL (Q), ax (uk,v) =< fFu>.

Proposition 1.6.2 Soit k un entier non nul. Pour f* € Vi4(Q) et g € Vi}(Q), le probléme
(1.6.17) a une unique solution. Elle coincide avec le k*™¢ coefficient de Fourier u*de i solu-
tion du probléme (1.6.12) oil f* et g* sont les k¥™< coefficients de Fourier de f et §. De plus
il existe une constante C' > 0 indépendante de k telle que

”ukHH(lk)(Sl) < C(”kaLf(Q) + HH,CHH(IM(SZ))'

On finit ce paragraphe par un résultat d’approximation par troncature de séries de
Fourier. Pour cela, on introduit pour m et s des entiers relatifs, 'espace H*(2) par :

H™(Q) = {6 € H™(Q); 95 € H™(2),1 < £ < s}.

Si s West pas entier, on définit H™({2) par interpolation entre H™[5(€2) et H™[s1+1((}).
On signale aussi que la norme induite par la définition de cet espace est equivalente a la
norme (Ve (1 + K12)° 1041 )

1.6.5 Approximation par troncature
Pour s réel strictement positif, on suppose que (f,§) € H-1=() x H (<) alors on

it = il gy < CK sty + 1)

ol % est la solution du probleme (1.6.9), et k) son approximation obtenue par tronca-
ture de la série de Fourier définie dans (1.6.2).
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1.6.6 Régularité
Cas axisymétrique

Pour (f,g) € H{™ () x H51(Q), s réel positif, 1a solution u du probléme (1.6.9) n’est
pas en général dans H; ™ (§2). Ceci est di au domaine Q qui n’est pas régulier aux points
e; et ¢;, voir figure 1.1 et 1.2. Toutefois il y a des conditions sur s pour que la solution u
soit dans H5(Q).

La premiere est que s soit inférieur au minimum des -, oli w; est 'angle au point ¢;.

i
La seconde est que s soit inférieur au minimum des I/I-(0> + 3,00 ufo) est le plus petit réel

stictement positif solution du probléme P?(cosa;) = 0 o1 a; est 'angle au point c; et P?
est la fonction de Legendre (v > 0) [8, Prop. 18. 10] et [2, Chap 8].

Cas général

Dans le cas général la premiére condition aux points e; reste la méme. Pour la deuxiéme,
on considére PF au lieu du polynéme PY. P est ici la fonction de Legendre de degré
v et d’ordre k et ufk) est le plus petit réel strictement positif solution du probleme
PF(cosa;) = 0.

On énonce maintenant un théoréme qui va résumer les deux situations.

Théoréme 1.6.3 Soit 5 > 0
DSi(f,9) € HI Q) x HYP(Q) s < 2, j =1, Jets <v” + 4 i=1,.1,
alors la solution u du probléme (1.6.15) est dans Hi™(Q).
2) Si (f*,g%) € Hop ' () x Hob Q) s < 2 =1, J et s < v L=,
alors la solution u* du probleme (1.6.17) est dans H{’,:r)l ().
3)Si(f,9) € H W)X H (), s < Z, =1, Jets<vV+ L keZi=1,.,1

alors la solution i du probléme (1.6.9) est dans H*+1(S2) et elle vérifie :
H&”Usﬂ(ﬁ) < C(”JFHUVI(Q) + H!?Hnsw((z))-

1.6.7 Les singularités

On a vu dans le paragraphe précédent que les singularités du domaine ont une in-
fluence majeure sur la régularité de la solution u. Dans ce paragraphe on a choisi trois
domaines d’études 24, Q,, Q3 (voir fig 1.3), qu’on va les adopter dans la partie numérique.

Dans ces cas de domaines, il n’y a pas de singularités de coins, (en effet en faisant
tourner ces domaines autour de I'axe (r = 0), on ne vois que des arétes). Pour cela on se
limitera a I’étude des fonctions singulieres aux voisinages des arétes.

Fonctions singuliéres au voisinage des arétes

Fixons e dans {ej, ez, ..,e} et V. un voisinage de e dans 2. On peut déterminer les
fonctions singulieres Se(,k)e du probleme (1.6.11) pour chaque k dans Z. L’avantage est
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@

FIGURE 1.4 — Schéma explicatif

que le terme dominant de S ne dépend pas de k et coincide avec la fonction singuliére
S2% du probléme de Laplace bidimensionnel, [8, Chapitre II]. On a

n
SEM _ ri sin(i—:(ie) ’ St % €N, (1.6.18)
rée [logre sin(i—’:ee) + 0. cos(i—’fﬂe)] si €N,
(re, 0.) étant les coordonnées polaires de e . On choisit les points (r., 0. ) dans le repere
tel que le secteur de sommet e vérifiant 0 < 6. < w,. Voir la figure 1.4.

s
S = AL 1 N NS K 1P 108 1o g (0e) (1.6.19)
n>0p>1¢>0

ol ¢§,,, est une fonction réguliere en 0.
On fait le changement de variables :

(re~ee) — (i@ee) = (‘k""mee)

si k#0et
X - (1.6.20)
S8 (e, 00) = k|55 X2 S74(klre, 0e).
n>0

On peut alors énoncer le théoréme suivant.
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Théoreme 1.6.4 Soit ¢ € {ey,e2,..,¢6} et V. un voisinage de e dans Q disjoint avec de
certains voisinages V., de e; , pour tout ¢; € {ei1,ea,..,es}\{e}. Soit x. une fonction de
troncature de 1. a support dans V. et qui vaut 1 dans un voisinage de e. Soit s un réel
strictement positif et soit (f, ) dans H*=1(Q) x H*1(Q). Si s #0=1,2, . alors pour
tout k, u* vérifie :

uF =l + > /I X (k) SI dans V. N Qet uf,, € HiF (VN Q) (1.6.21)
l

otl Sék)[ est définie dans (1.6.20). Pour s vérifiant 0 < i—’: <sona

k s—Lmy 1L (ke k|| ki
HuregHHf,:;*(vmn) + (1+ |k e < (171 HESHO) + 119" H(j)l(n))' (1.6.22)
On déduit de (1.6.21) que

U = lirog + 3 tsing ¢ AVEC ey € HF (Vo N ) (1.6.23)
13

Upeg €t Using ¢ sont définis par :
Ureg = i Z u’,‘eq(r, 2)etk?
- k)¢ k)¢ " (1.6.24)
ilsing ¢ = mEZv( Y XelKlr)SE (r, 2)e.

Le principal terme de i, ¢ €st 75 (0)S2Y, ot

Ve0) = \/%kzzwﬁwe’“’ et~! € H* 5 (R/2rZ).
e

Cas d’aréte non convexe
On suppose que f soit dans L2(2) et § dans H2({2). Si w, > 7 alors

uF =+ xe([klre)Se et uf,, € Hiy(VeN Q) (1.6.25)

avec S, = re s1n(

“)etona

@ = Upeg + (Ve * Xe) dans v,

ol

(0 527 Me? ety xR = Zv“‘) (|klre)e™?

kEZ keZ

ety, € H'"% (R/27Z).
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Estimations de bases

Les formules (1.6.19) et (1.6.20) du paragraphe précédent, nous menent a définir les
ensembles suivants.

i) pour k = 0, chaque fonction est la somme d’un nombre fini d’éléments de 'ensemble
suivant

£ONa = 150 GO —  (+2)r) log(re) T p(6e), (1.6.26)
v € C0,we]etp(0) = p(w.) =0},

avec A= +poupetqg>0.
ii) Pour k # 0, on note 'ensemble

LN = (SIS = Xe([klrd)rd log([Klre)(0e), (1.6.27)
v € C7[0,we] et ¢(0) = p(we) = 0}
avec A= L potipetq>0.

w,

On définit les espaces H? () et Hi_(Q) par:
H: (@) = LH(A:D(A%)) N D(A])(A: L(A)),
HI (@) = L2,(A; D(AD) N D(A])(A; L*(A))

ol A est l'opérateur de Strum — Liouville défini par :

’

A=—-[1-p]
et A; et A_; sont définis par :
AL = —1+97N1-90+ 9%,
A = —(1+9-guT.

Proposition 1.6.3 1) La fonction 580 définie dans (1.6.26) est dans H;, () pour s <
22+ 2.
2) La fonction S définie dans (1.6.27) est dans H?_ () pour s < 2\ + 2 et on a

S‘EMHH: @ <clk|>™*"" pour k # 0.

Pour la preuve consulter [8, Chapitre V] et [24, Prop. 14].

On utilisera ces espaces pour améliorer les estimations.

Onnote A =] — 1,1[, & = (] — 1,1[)?, Px(A) l'ensemble des fonctions polynomiales
définies sur A de degré inférieur ou égal a NV et P} (A) est I'ensemble des polyndmes
de Py (A) qui s'annulent en —1. On introduit les opérateurs de projection orthogonale
suivants :

7yt L2H(A) = Py (A), 74 L2(A) — Pn(A) et my : L2 (A) — Py (A).
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On définit les opérateurs de projection orthogonale bidimensionnels par

I, = 7590n®: L3(X) — Py(D),
My = my@Qea®: L2,(3) — Py(D).

voir [8, Chapites I et IT].
Proposition 1.6.4

1) Pour tout s et tout ¢ tels que 0 < 2t < s, il existe ¢ positif tel que pour tout
v € H;, (X) on ait
R 2t—
[lo = TNl sy < eNZ 72 ollas, )

2) Pour tout s et ¢ tels que 0 < 2t < s, il existe C positif tel que pour tout v € H; (%)
on ait
[v =Ty olge(s) + |[v = TyollLz ) < CN*7*[fo]|g:_ (-

], e

Remarque 1.6.1 1) Soite > 0, Si s = 2\ +2 —¢, alors ‘ S£k>|‘H

L ® (®
sont majorées par e =92 .

2) On peut poser dans ce cas € = (LogN)™", et on a alors N° = e.

3) La proposition 1.6.4 reste vraie si on remplace X par €, ot Q est un rectangle quel-

conque (avec un coté sur Uaxe).

Voir [8, Chapitre V] pour les détails.
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2.1 Introduction

Dans cette partie on va utiliser la méthode des joints, pour discrétiser le probleme de
Laplace dans un domaine 2 qu'on décompose en sous domaines. Chaque sous-domaine
est un rectangle de cOtés paralleles aux axes » = 0 et z = 0. Ensuite on va considérer
l'algorithme de Strang et Fix et mettre en évidence son importance dans 'amélioration de
lerreur entre la solution du probléme continu et la solution discrete.

2.2 Géométrie de la décomposition

2.2.1 Géométrie
On décompose le domaine 2 en sous-domaines rectangulaires ouverts Q,, 1 < ¢ < L,
voir fig 1.3 de sorte que

Q=
2

I Ct

16[, UNQ,=2,1<l<m< L.

On note I'“7,1 < j < 4, les cOtés de Qy et v = 9Q, N 9y, £ # t, quand Oy et O ont
un c6té commun. On désigne par (€)1<,<r, les rectangles tels que 090, N Ty # @ et par
() Lo+1<e<L ceux tels que 9, NIy = &, ol Ly est un entier naturel compris entre 1
et L. Pour 1 < ¢ < Ly, on note €y = 0,7, [x] 2, 2| et pour Ly + 1 < ¢ < L, on note
Qp = e,y [X] 2o, 2.

2.2.2 Formules de quadrature

On rappelle dans ce paragraphe quelques résultats démontrés dans [8, Chapitre III].
On note & = —1, &y = 1 et (&)1<i<n—1 les zéros du polynéme L'y, ot Ly désigne
le polynéme de Legendre de degré N. Soit Py (A) l'espace des fonctions polynémiales
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définies sur A de degré < N. La formule de quadrature de Gauss-Lobatto sur l'intervalle
A =]-1,1] s’écrit

1 N
voePaa (). [ o= Y0 @2.1)

i=0
ol les p;, 0 < i < N, désignent les poids de Gauss-Lobatto pour la mesure d¢. On définit

un produit discret sur 'ensemble des fonctions continues sur A par :

N
(¢ U)[IJ\ = Z¢ (&) ¥ (&) p (2.2.2)
j=0
etona .
Yon € Py (M), [lon (720 < (0n,08)% < 3llonl720a, -
Voir [8, (VI.I.4)]

Remarque 2.2.1 On note que (.,.)% est un produit scalaire sur P (A).

On définit a présent une seconde formule de quadrature. Soient (; = —1, (n41 =l et
(CJ)ZSjSN les zéros du polynéme Mz,v ol My est défini par My (¢) = %Lg“(o On
rappelle que la famille (14,,),, est orthogonale pour la mesure (1 + ¢) d¢. On consideére la
formule de quadrature :

N+1

1
Von € P (), [ v Q4O d= Y ox (@ 223)
—1

i=1

ol w;,1 <4 < N + 1, sont les poids de Gauss-Lobatto pour la mesure (1 + ) dC. Le
produit discret associé est défini, pour des fonctions ¢ et ) continues, par :

N+1

(6 ¥)n = D6V (G wj (2.2.4)

=1

et vérifie [8, lemme VI.1.4]

Yon € Py (M), ”d)N‘lif(A) < (o, dn)y <4 \|¢NH%%\)‘
En combinant les formules (2.2.2) et (2.2.4), on obtient la formule de quadrature sur le
carré ¥ = ]-1,1]%:

N41 N

Von € By (). [ on (GO 1+ dCde = 350w (66 winy

i=1j=0
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Le produit discret associé est donné par :

N+1 N
(b w))n = DD o (Gih &) ¥ (Gin &) wip;.
i=1j=0
Ceci nous permet d’avoir les inégalités suivantes

Von € Py (2). [6n 12 < (08 0x)n < 12[6n 172w - 2.2.5)

On peut aussi définir la formule de quadrature

Von € Pav- (5). [ on () dcde = S n (606,

i=05=0
et le produit scalaire associé
N N
(P, ¥w)) ZZ¢N &, &) Un (6, &5) pipj
i=05=0
etona
Vo € Py ( Do) < (@: 68Dk < 9llon 725 - 2.2.6)

Le changement de variable » = % (1 + ¢) permet d’en déduire des formules d’intégration
correspondant a la mesure rdr sur [0, 1].

Par transformations affines, on définit les formules de quadrature sur 2, de la maniere
suivante. Pour 1 < ¢ < L, soient (£{)o<i<n, et (p%)o<i<n, respectivement les nceuds et
poids de Gauss-Lobatto sur 2, pour la mesure d¢ et (CJ’)K]SN[H, (wf)lgjgmﬂ ceux de
Gauss-Lobatto pour la mesure rdr. Les nceuds &f, (¢ et les poids pf,w! sont les noeuds et
poids correspondant respectivement a &;, (j, p;,w; et sont donnés par les formules :

pour 1 <0< Lo, ¢f=%(G+1),1<i<Ne+1,
pour Lo+ 1< £ < L, ¢ = iz ”’)g + (”*”) ,0<i< N, 2.2.7)
etpour 1l <(< L, ¢ = (i z“)f, (ZZM) ,0<i<N,.

Pour 1 < ¢ < Ly, on prend sur €2, la formule déduite de celle de Gauss-Lobatto, pour
la mesure d¢ sur ]—1, 1], dans la direction axiale et pour la mesure (1 + ¢)d¢ dans la
direction radiale. Pour Ly + 1 < ¢ < L, on prend sur €2, la formule déduite de celle de
Gauss-Lobatto, pour la mesure d¢ dans les deux directions. On définit un produit discret
sur Q pour ¢,1) € C° (Q) par

Lo Ne+1
(@95 ; 2 zqﬂm (€5 €0) wlar (¢ €0) win§

P ) o ' 2.2.8)
Y3 Sla € D vla € €M plpt
{=Lo+1i,j=0
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2.3. Le probléme de Laplace : Cas axisymétrique

2.3 Le probléme de Laplace : Cas axisymétrique

2.3.1 Probléme continu

On considere le probleme (1.6.10), avec g nul sur le bord I'. Q2 est décomposé en L
sous-domaines disjoints. La forme bilinéaire a (., .) s'écrit, pour tout u et v € C° (Q),

L

a(u,v) = Z A Vuyg (r,2) Nvg (r,2) rdrdz (2.3.1)
3

ol Vo désigne le vecteur (9,v, d,v). Et u, désigne la restriction de u a Q.
On introduit les espaces X} et X} par :

XH(Q) = {v=(v1,..,0) € HH1 (Q0)}
XL Q) ={vext (), vf()surF}

On munit A} (Q) de la norme HAHX} et de la semi norme HX]] données par :

L ) X
lollr = (3 loella )t

T ) (2.3.2)
[v] s = ([Zl lvelbry )2

On définit 'espace H1, (Q) par :

Hi, (Q) ={v=(v1,..,00) € HH1 (Q0)
ve = 0sur (92N Q) \Lo et Um = v sury™ 1 <m < (<L},

et on le munit de la norme induite :

L
1
l[olly = (Z HWHHl(m) )?
(=1

Vue la continuité des traces sur les interfaces, H}, (2) est isomorphe & I'espace HY, () et
on a la proposition suivante.
Proposition 2.3.1 Le probléme (1.6.10) admet la formulation variationnelle suivante :

{ Trouwver u € Hi, (Q), vérifiant

L

a(u,v) = ZZ:I fm (fve) (ryz) rdrdz, Vv € Hi, (Q). (23.3)

Et pour toute donnée f dans L?(Q), le probléme (2.3.3) admet une solution unique qui
vérifie :
lully < el fll g2y 23.4)
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ol la norme H4\|L%(m est définie par

1

L
220y = O I 7200,))%- (2.3.5)
=1

Preuve 1) Soit u,v et w € H{,, (). On a au sens des distributions, Au = d?u+ L9,u +
02u et la formule de Green donne :

7/“(Au)wrdrdz = 72 Z // 5::[ )w]dr

{=1m=(+1

+Z VugVwerdrdz,
Ja,

ol [w] est le saut de continuité & travers v™. En effet sur ‘™ on a Up|ytm = Upy|yem .
Comme f € L} (Q),onau € H{ (), s > 3 [8, Chapitre II] ce qui implique que :

Oug  Oup
371[ - 3nm ’
Le terme Z Z fwém Sn)[wldr s'annule puisque [w] = wyjyem — Wpypyem = 0. On en

(=1m=(+1
déduit que u est solution du probléme (2.3.3).
2) Pour l'existence et l'unicité on a besoin de montrer la continuité et la coercivité de
la forme bilinéaire a sur espace de Hilbert H{, (2) & savoir qu'il existe deux constantes
cet ¢ telles que :

A

la(u,0)| < cllully lollx; V¥ (u,0) € Hi, (2) x Hi, (Q), (2.3.6)
aluu) > ul3 Yo H(Q).

a) La premiere inégalité est obtenue facilement, avec ¢ = 1, en utilisant 'inégalité de
Cauchy-Schwarz sur chaque sous domaine ;.

b) Pour la deuxiéme inégalité, on écrit a (u,u) = ‘UEY} et on suppose par 'absurde que
pour chaque entier n strictement positif, il existe u,, € H{, (€2) non nul tel que

lanlag > gy

On pose
Un,

T = VUn
Ten 2,

On a alors [[v,]ly; = 1 et ’”Er}}whm\ xp = 0. La suite (vyq,), est donc bornée dans

Hi (Q). Comme l'espace H{ (€) est un espace de Hilbert (donc réflexif) et linjection
de H{ () dans L? () est compacte [8], il existe une sous-suite de (v,),, notée encore
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(vn),, qui converge faiblement dans H{ (€) et fortement dans L3 (€;) vers un élément
ve € H{ (€). On en déduit que

L

— liminf | 2.
0= ly}g‘ilg |Un‘x‘1 > Z HVUZHLf(Qi) :
=1

Ceci implique que v, est constante dans {2, pour tout £ et que par conséquent v, = 0 pour
tous les ¢ tels que mes (92, NT) > 0.

Puisque v, = vy, sur 4*™ alors on déduit que v, est nul pour tout 1 < £ < L. Ceci

. . . s roz 2

contredit le fait que H”HXII = nll)liloo anHxll =1, donc la propriété a (u,u) > ¢ H“HXII est
vérifiée.

¢) Pour prouver l'inégalité (2.3.4), il suffit d’écrire

L
a(uu) = |uf2 :Z/ furdrdz
o

A

= ”le,f(Q) ”“Hlﬁ(n) < Hf“/,%(m HUHXI'
et utiliser b). m
2.3.2 Probléeme discret
On considere la forme bilinéaire discréte définie par :
as (u,v) = (Vu, Vo); .

D’apres (2.2.8) on a

i’:]\gﬁ% Auy vy duz %> (C ¢ )
or 3r 9z 9z V1% wp]
(=1 i=1 j=0
(?’U,p (?’U au; 81’; (1) 0y o (r)E [ [
+ Z Z( Al e (GRS
(=Lo+1i,j=0

Choix de I’espace discret Xy

On note S T'union des c6tés des sous-domaines 2, qui sont intérieurs a €, c’est-a-dire
L .. AL . .
S= M 98,\09. On choisit un sous-ensemble de cotés des sous-domaines Q, qui recouvre
=1

S. Soit (v} )1<p<nr+, tels que
MY L At /
S= W2 Va7 = @ pour o =1, (2.3.7)

et tels que pour tous entiers 1 < y < M, il existe deux entiers £(y) et j(p) avec
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yh =TI, 1< (p) < L, 1< j(p) <4

Pour v € L?(f2), on construit une fonction ¢, qu'on appellera fonction joint associée & v
sur S, par :

Dt = Yreem.iw -
On définit I'espace discret X5 comme suit :
Xs (Q) = {’U(s S Lf(ﬂ) tels que V5|0, = Ve € PN[ (Qg), (2.3.8)

vgres = Gt 8t (64) = (E(w) 5 (1))
Jres (e = @) (M) ¥ (T) dT =0,V € Py, o (1), 1 <j<4detl1<(<L si
(€,3) # (€ (n) 3 (1))}
La mesure dr intervenant ci-dessus correspond a :
a) la mesure dz sur les cOtés paralleles a 'axe (Oz),
b) la mesure r dr sur les cOtés strictement paralléles a 'axe (Or),
Finalement on définit 'espace X§ :

X3(Q) = {vs € X5(Q); vs =0 sur '} (2.3.9)
Remarque 2.3.1 On désigne les non joints par ~,,, (c’est a dire les cotés des 2y qui ne

M
coincident pas avec un *yf[) etonaS = mLilfy;” Yom NV = @ pour m # m/, et

/ (05 —0) (M (M dr =00 € Py __ 5 (7). (2.3.10)

(ot N(W%) = Ny, Tm coté de Q).

On munit X de la norme induite H~HX11(Q) donnée par :

L

2 1

H”é“xll = (Z “1/4’“1{%(:12))24
=1

Remarque 2.3.2 L’espace discret X§ n'est pas inclu dans H1, (), Uapproximation est dite
non conforme. Cette non conformité est due a la continuité sur les interfaces qui est imposée
uniquement dans un sens faible et dite condition des joints.

Formulation variationnelle

On définit les opérateurs suivants [8, Chapitre VI] :

T} Popérateur d’interpolation de L} (€)) dans P (), qui vérifie £(¢f, /) = T £(¢F, £0),
pour f continue sur €2,

Zn Popérateur d’interpolation de L?(€) dans Py (€2,), qui vérifie f(fj(.")[, & = INf(fj(v")éA, &h,
pour f continue sur Q, ol ¢}, &/ sont les zéros définis dans (2.2.7).
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On considere le probleme discret

Trouver us € Xy vérifiant :
. 2.3.11
{ Vs € X3, as (us,vs) = (Ls f,vs)s - ( )

ol Zsjq, = If(,[, si 0, touche l'axe r = 0 et Z5 g, = Zy, sinon.
On va maintenant étudier I'existence et 'unicité de solution pour le probleme (2.3.11).

Pour ceci, on a besoin des deux propositions suivantes.

Proposition 2.3.2 La formule bilinéaire as est continue et coercive sur X§ muni de sa semi-
norme c'est a dire, il existe deux constantes c et ¢’ qui ne dépendent que de () telles que :

Yus € X5(2),Vvs € X5(9),
las (us, vs)| < clus| x; [vs| ;)
as (us, ug) > c'\u(s\é‘,.

(2.3.12)

Preuve 1) Continuité : On a, pour (us,vs) € X5(2) x X5(2) :

Lo Ng+1 Ng d o o & PN
as (us,vs) = 3. 3. 30 (GG + G 5) (6,60 wieg
(=1 i=1 j=0
L Ne
duy O dug 9 [Py )
XY (G BEE e el
€=Lo+1i,j=0

Le terme 9% 94¢ est de degré 2N, — 2 par rapport a r et le terme 2% 2% est de degré
2N, — 2 par rapport a z. On peut donc utiliser (2.2.1) et (2.2.3) pour obtemr

Lo dU[ 87)[ ¢
5 (us, vs) Z Z T,E )erdr

(’)ue vy

+ Z / Z o o r{f)pfrdr

{=Lo+1""¢ j=0

Lo Netl .z au o
73 7)[ ¢
cd.

+Z az Bz )wl o

=1 i=1

‘ 0u/ Bv (r)l (me ¢

S / T T €7, e
0=Lo+1i=0
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En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz on obtient :
Lo Bu & o
Oug 1 0 1
las (us,vs)| Z/ (r,€6))? ZP[Z(; (r.€5))2pk]2rdr
j=0
du v,
> / o P G ) o

0=Lo+177¢

Lo Y .
S5 “]%[Z@;; (=) ulitas

(=172 i=1 i=1

dug , (r L Dvg ’ 1
3 [ e e el
(=Lo+1 i=0 i—=0

On utilise ensuite (2.2.2) et (2.2.4) pour obtenir :
311[ 01}2
as (us,vs) < 3{2/ 1= v~))HL2(Zg,z})||E (ry D22 (ze.zpyrdr

Bw
+ Z / L2z, z,)H ar L P D L2 z.2p)rdr

= Lu+1

(’Mz vy
iy / 5 / 12 Ml St oD sz}

t=Lo+17% (=1

ou,
+4{2 / 122 (D lzzarpl o o Dilazo =)

On utilise une autre fois 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

Lo
(?U[ av[
as (us,vs) < 3{2("W”L%(QZ)HE”L@(QU (2.3.13)
=1

L
+4{ >

{=Lo+1

Uy vy
+ W”L%(QAHE”M(QA)}

BW
sl 2z

Oy Ove
+"E”L%(&h)”E”L?(ﬂl))}‘

On en déduit que :

1

L
1
as (us, vs) < 4(Z|UZ\§111(9() )2 ( Z\Wh{*(m) )%,
(=1
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et la premiere inégalité est prouvée.
2) Coercivité : On a pour us € X§
Lo Ne+1

as (us,us)s = 3. 3 E(\a“‘\2+\""‘l ) (G &) wing

—1i=1 j=0

L
b3S 5P (¢ e (€ et

£=Lo+1j=0

On remarque que %ﬂz et %ﬂr' ont des degrés < N, — 1 en z respectivement en r. On utilise
(2.2.1) et (2.2.3) pour obtenir :

Lo N¢ e " ou
as (us, us) = > z Jo ! |52 (ry€f) phrdr + Z Z S 152 (r, &) plrdr+
2 " 2 £t el
+z il f\"’“t ¢t 2wtz + 21 F 1B e
=1j= {=Lo+1li=

Les inégalités (2.2.2) et (2.2.4) permettent de déduire que :
as (us, ug) > z N1, ) B gy + 1122 2 22 o)+

+ z NS My + S 152 D,y t2):

On a alors
Oug o
as (us,us) = Z(” or I@(Q[)*Haz 1220)
=1
8u;
£y s + 15 00
(=Lo+1
)

et la preuve est términée. m

On va montrer maintenant que |[v||2(q) est majoré par la norme \11\)(1. fois une
constante indépendante de ¢. Pour cela on introduit d’abord le nombre N, comme étant
le nombre maximal de coins de Q, contenus dans v,,,, 1 <m < M~.

Pour tout v € L(Q), v, € V;!(€), on associe ¢ la fonction de joint. On définit alors
l'espace X par :

X(Q) = {velILi),vq, €V} () tel que
V1 < m< M ,YePy, / (v—@)dr = 0,0 =0sur '}

On note que I'espace X (f2) n’est pas discret mais contient tout les X3 pour lesquels les
Ny sont > N, + 2. On a alors la proposition suivante.
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Proposition 2.3.3 Il existe une constante c positive ne dépendant que de 2 telle que l'on a
pour tout v € X (Q) défini dans (2.3.9) :

oll 2y < ol - 23.14)

Preuve 1) Soit v € X (Q) tel que |v] x =0,0n déduit que v, est constante pour tous
les ¢ en plus v, = 0 dans Q, tel que mes (02, NT') > 0. Mais ici on ne peut pas conclure
directement que v, = 0 pour tout ¢, parce qu’on a pas nécessairement vy = v,, sur 7.
On fixe m tel que 1 < m < M~ et mes (92, NI') > 0, on a alors :

L; (7&,; - 45) (M)W (r)dr =0,V Py, (V) -

d’ott

Z/ (v%; - ’UJ‘) Y (r)dr =0,V € Py- (V) -
i

jed
avec 1™ = Q; N Q;, et mes(y?™ = Q; N Q;,) > 0. Puisque v, est constante pour tout ¢,
on déduit que

Z (’u% - ’Uj) / N Y (r)dr = 0.

jeJ v

On introduit les extrémités a, et a;,—; de linterface 4/>™ et on considére le polyndme x
défini sur ~,, et de degré N, — 1 tel que

x (a0) = x (a1) = - = x(aj,-1) =0et x(aj,) = x(aj+1) =---=x(as) =1.
Voir figure 2.1.

FIGURE 2.1 — Les points a;
Puisque S < N, alors on peut choisir t;, = x’. Un tel ¢, existe et on a

¥jy (1) dr =X (a3) = X (aj-1) = djjo

~im
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ol J désigne le symbole de Kronecker. Par suite, on a
Z (U%i - UJ) / Vj, (1) dr = (v%; - 1;]»0) =0,
jeJ yim

etdoncwv, - = v;,. On déduit que v, = 0 pour tout / tel que €2, est adjacent & un rectangle
qui touche "la frontlere OQ\I'y. Par extension, on peut montrer que tous les v, sont nuls.

2) On a montré dans 1) que |v| x; st une norme, on peut alors appliquer le lemme
de Peetre-Tartar [35, Chapitrel. Thm 2.1] avec A = Vet A € (Ey,E»), B = Idg,—g,,
By = H} (Q) et By = E3 = L2 (Q), pour déduire (2.3.14). m

Remarque 2.3.3 2) On suppose dorénavant que Uespace X (S2) vérifie la condition
N¢> Ny +2,V1 <t < L.
On peut énoncer maintenant le théoreme d’existence et d’unicité.
Théoréme 2.3.1 Si f est dans C°(Q), le probléme

o g
{ Trouver us € X3 vérifiant : (2.3.15)

Vs € X3, as (us,vs) = (Zs f,vs)5 -
admet une unique solution. Cette solution vérifie :
[[usllxp < ellZs fllz2(0)- (2.3.16)

Preuve Pour prouver 'existence et 'unicité, on utilise le lemme de Lax Milgram et les
deux propositions précédentes. Pour prouver I'inégalité (2.3.16), on écrit

as (us, us) = (s f, us)s
et on utilise (2.2.5) et (2.2.6) pour conclure que
CH“&H?@ < as (us, us) < || fllLzo sl |z

2.3.3 Estimations d’erreurs

Proposition 2.3.4 Soit u la solution du probléme (2.3.3), et us celle du probléme (2.3.15).
On a lestimation suivante :

lu—usllyy < C(Ufélf <){Hu = vsllay (2.3.17)

+ sup a(vs, ws) — as (vs, 1175)}

ws€XY st\lxl

Z f o) [wsldr

+ sup

wsEXg HwaH,y;

wsrdrdz — (Zs f, ws

+ sup Jo fws (Zs f, a)s)_

wsEXY [lws |l 12
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Preuve L'ellipticité de a5 donne 'existence d’un § > 0 tel que I'on ait pour tout vs €
XL

Bllus — 1)5”1}1 < as (us — vs,us — vs) . (2.3.18)
On pose us — vs = ws. On a en utilisant le fait que us est solution du probleme discret :
as (us — vs, ws) = —as (vs, ws) + (s f, ws)s- (2.3.19)
En plus on a, moyennant le fait que u est solution du probleme continue et w; € X°
- / (Auw)wsrdrdz — / fwsrdrdz = 0. (2.3.20)
Q Q
En rappellant que Au = 92u + 19,u + 92u
- /Q(Au)’um’drdz = - ZS /m I )ws)dT (2.3.21)
Ym €

L
+Z VuVwsrdrdz,

ol [w;] est le saut de ws a travers fy*. Utilisant (2.3.19) et (2.3.20), on obtient

as (us — vs, ws) = —as (vs, ws) + (Ls f,ws)s — /

Ja
En injectant (2.3.21) dans (2.3.22) on obtient

(Au)w,;rdrdzf/ Sfwsrdrdz. (2.3.22)
Ja

as (us —vs,ws) = —ag (vs,ws) + Z Vqugrdrdz (2.3.23)
- Z / Bnm wsld
Ym€ES

+(Zsf,ws)s — / Sfwsrdrdz.
Q

Orona
L L
Z VuVwsrdrdz = Z/ (Vu— Vuo)ngrdrdz+Z VusVwsrdrdz. (2.3.24)
Q

Moyennant (2.3.18) et (2.3.24), la formule (2.3.23) donne :

a(vs,Ws) — ags (Vs, Ws
Jus —vallyy < llu—vall lllg + sup (21200 20 (5]
; e, sl

s ) lwsldr

m
TmES
+ sup [

] s

Hlws|l
wseX], llwsl|x; u
(Zs f,ws)s — [o fwsrdrdz
+ sup [ o Mwsll 2},
wseXl, lws| 1 !
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Enfin, on divise par |

ws| x;p eton utilise 'inégalité triangulaire

e = sl vy < llu—wsllp + llus = vsll 2z
pour déduire le résultat. m

Remarque 2.3.4 Lerreur entre la solution continue et celle discréte, est majorée par Uer-
reur d’approximation (c’est le premier terme dans (2.3.17) ajoutée a Uerreur de consistance
(Clest le troisiéme terme dans (2.3.17), plus Uerreur due a Uintégration numérique (c’est le
deuxieme et le quatriéme terme).

On va dans ce qui suit les majorer une a une.

Erreur d’approximation

Proposition 2.3.5 Soit u la solution du probléme (2.3.3), on suppose que ujo, € Hy*** (€)
avec sp > % et sy > 3 si 0 < Ly. Alorsona

L
1
H 2 — 1 ) 2 =S¢,
gl = vl < s ;Ng el 202 )

NI N
As = max{ ® 7}:} (2.3.25)
N Ny
pour tout joints fy;r, ol p est pris sur tous les 1 < y < M™ et non joints ~,,, avec 1 < m <
M~ tels que w:[ N ,, a une mesure positive.

Avant d’aborder la preuve on introduit les notations suivantes et on énonce les deux
lemmes qui suivent dont la preuve peut étre consultée dans [8, Chapitre II].

Notation : On note P}, (A) l'ensemble des polyndmes s'annulant en +1 et P%(A) I'en-
semble des polynomes s’annulant en 1. On considére les opérateurs de projection ortho-
gonale définis par :

N0 HY(A) — PY(A), et 7™ ¢ s H (A) — B (A)

N - N

Lemme 2.3.1 1) Il existe un opérateur 7% : H'(A) — Py (A), défini par :

1— 1
FABC) = 7500 — B(-1) 15 — )T ES,
avec 1— C 1 +<
(Q) = &(¢) - @(*I)T - @(UT
qui vérifiepour 0 <t <1<s:
1
/ (p—7N@)Ydr = 0, Vib € Py_o(A), (2.3.26)
-1

16 =ty < OV Ul
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2) Il existe un opérateur ;" : H} (A) — Py (A) défini par

7 o o 7 1
RO = T () + B TS,
avec Lie
¢°(Q) = 8(Q) = d(1) =
cet opérateur vérifie pour 0 <t <1< s:
1
[ G-ittimar = 0w e Py, 23.27)
J—=1
7 ~+,1 t—s || 1
H¢ —TN ‘d)HH;(A) < ON @} H(A)

En plus on a pour s > 2

H99_7~r}voﬁ'}v¢HHt(E) < CNL?SH‘P”H'“(E), Vo € H* (X)),
e - 75 o7 < Nl Vo € HP(S). (23.28)

Hi(S)

Soit v un c6té de ¥. On rappelle la fonction trace de Hy (¥) dans Hlé (7), et on munit
H{ () de la norme

v| 1 = inf ; .
Ioll 3 ) = ot el
Ply=v

On note (¢, ) les points générique dans ¥ et (1 + ) le poids. On énonce alors le lemme
suivant.

Lemme 2.3.2 Soit v un c6té de ¥ alors on a :
a) Pour tout entier N > 2, il existe un opérateur R? : P (v) — Py (%) tel que pour
tout pn € P (y) ona:

RYon = N sur~, et R7pn = 0 sur 9%\,
De plus, il existe une constante c positive et indépendante de N telle que :
Von € P (), IR el < cllowlly -
b) Si ~ n’est pas inclus dans Uaxe {¢ = —1} , pour tout N > 2, il existe un opérateur R’}
vérifiant :
(i) Siy C {¢ =1}, RY opére de P} () dans Py () et pour tout on € P& (v), R1on
coincide avec ¢y sur v et s‘annule sur les trois autres cOtés de 3. De plus, il existe une

constante c positive et indépendante de N telle que :

Von € Py (), IR on | gy sy < cllenllyy -

44 .
J. Satourti



2.3. Le probléme de Laplace : Cas axisymétrique

(i) Si-'y C {¢ =41}, R] opére de P (v) dans Py () et pour tout o € P (v),
R pn coincide avec oy sur v et s‘annule sur le coté opposé a v et sur le coté inclus dans
{¢ = 1}. De plus, il existe une constante c positive et indépendante de N telle que :

Von € Py (), [|[R1en HI(®) <cllenl

1.
HE (v)

¢) Si y n'est pas inclus dans Uaxe {¢ = —1}, pour tout N > 2, il existe un opérateur
RY qui opére de P (v) dans Py (X) et pour tout on €PY (7), R coincide avec oy
sur ~y et sannule sur les trois autres cétés de 3. De plus, il existe une constante c positive et
indépendante de N telle que :
(@) Sivc{c=1},
Ven € Py (1), IR enlvy sy < ellenllyy -

(i) Si y € {¢ = +1}

Vo € PY (1), [RYexlya s < cllonll -

La preuve de ce lemme peut étre consultée dans [16].
Lemme 2.3.3 Soit a,, 1 < p < P, P points distincts dans A. Pour tout N > P + 2, et tout
p, 1 < p < P, il existe un polynome n, dans Py (A) tel que ), est égale d 1 en a, et 0 en +1
et en a, . Ce polynéme 1, satisfait :
_1 , Al
0]l 2 ay < eNTZ il ay < N7 (2.3.29)
La constante ¢ dépend seulement des points a,,.

Preuve La preuve consiste a considérer le polynéme de Lagrange ¢; pour 0 < i <
N — P —1, associé¢ aux nceuds ¢;” de Gauss-Lobatto. On utilise [17, Lemma 2.3] combiné
avec I'inégalité inverse on a :

H‘ﬁ“if(/\) <eNThl(L- CZ)SO;”L'f(A) <eNhet (1~ C2)¢;|H}(A) < N3 (2:3.30)
Soit alors 4 'indice tel que ¢;” < a, < (;, . et on pose

:1*42 Y TYin ¢ —ay
1- 0’121 (i + 99;+1)<ap)p,#pap — Qp

7p(C) (2.3.31)

7, Vérifie les propriétés désirées. m
Revenons a la preuve de la proposition 2.3.5
Preuve La preuve se divise en trois étapes :
Etape 1 : Construction de v}
On pose
ol = { I;Zu sur s% 1<0< Ly
Inyu surQpsiLo+1<(<L
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ol T, u(¢f,€8) = u(Cf,€)), 1 i < N+1et0<j < N), et Iyu(e", €5) = u(€", &),
(0<i<Net0<j<N).
On a d’aprés [8, Chapitre VI.3], pour s; > §(s¢ > £ si £ < L)

llwe, — WL‘HH;(Q[) <CONg* H“\thHHfi*‘(m) : (2.3.32)

et

1 s
uja, — v/élHH]‘([‘) +Ne H“I!h - WIHLf(r) <SONgT HU‘QZHH:’JH(QZ) s 1<E<L
(2.3.33)
Ici C et C'dépendent du maximum de |r¢q —rg|si Lo+ 1 < ¢ < L.

Cependant v} ne vérifie pas la condition du joint sur les interfaces, on va pour cela
relever les v} ainsi construits sur les non joints. Ces termes relevés doivent s'annuler sur
les coins de la partie non jointe. Pour cette raison une étape intermédiaire sera nécessaire.

Etape 2 : Construction de v7 :

Soit 7;f, 1 < pu < M les joints et C;} 'ensemble de tout les coins qui se trouvent sur
7,f. On pose

M+t
=303 (v )@
p=leec)
= [ ®,. dansQf
Ppe = { 0 dans Q}\QI (23.34)

®,, . est obtenu de ® par homothétie et translation, ot ®(¢,7) = np(C)(l—;’l)Nﬁ.
On a alors vj + v} est égal & u sur tous les nceuds de C; et

L MT

YoMl = €D D M= vy (@),
1(Q0) |

=1

n=leeC,

avec ¢ indépendant de N. En effet en combinant (2.3.29) et le fait que ||(152)™ HH:(Q) <

¢N*~%, on concliit que 1@ s.cll 1 () est majoré indépendamment de N}F.
HGH
En applicant l'inégalité de Galiardo — Niremberg sur chaque ;" on a :

\ \

1 1 2 1 2

U — v +| U — V5 ot U — V5 ot (2.3.35)
31 oo () S L: () b Lt ()
s+
< Nl
# el
D’olion a
MT

L
> [lva =Y (N

v, c u o .
= H 5HH11(95) = " H;;LH(HI)
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o
T =

L

o, o,

QI

ot

FIGURE 2.2 — Décomposition du domaine

De méme on a en utilisant le lemme 2.3.3, et (2.3.35) :

2 1+
Io3llirp oy < N2 Ml -
2 1t
o3l camy < e 727 Hu”HfI“mI)'

Etape 3 : Construction de v}

On désigne respectivement par fr;f'w’é , 1 <0< Ly, ﬁ']l\,‘ir)’z, Lo+1<{¢< Let
~1,(2),£ . o . o~
‘ITNE(Z) L1<e<L,les opérateurs de projection correspondants respectivement a 7"
dans la direction r, 7% dans la direction z. Lindice ¢ est relatif au sous-domaine Q,
1<(<L.

n pose vi? = v! 4 v2. D’aprés la premiére partie, on a v!'2 . — v!2 _ sannule sur

O 12 P40l D 1 t ;‘i ;‘2’7 g 1
toutes les extremités de ,,, 1 < m < M~. On définit maintenant l'opérateur 77~ par :

A0 g Ym // (Or) et touche l'axe {r = 0}
#m =4 75 siqe // (On) et loin de Paxe {r = 0}
P siyz // (O2).

On définit v} par :
M~ _
v = Z [RIm™ o &m (L(JS\ZA{; — ”35\2%;)\%] (2.3.36)
m=1
ol v}, est le c6té ~,,, vu dans l'autre direction voir figure 2.2
1) R7™ resp R sont les relevements déduis de R”™ resp R, par homothétie et
translation. On note alors

R { R si~ // (Or) et touche 'axe {r = 0}

= 2.3.
‘RY sinon. (23.37)
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2) On utilise pour tout s réel, la notation :

(H{, Ve, L3) siy // (Or) et touche l'axe {r = 0}

S S T27) —
(™7, V2, L )7{(H“,V5,L2)sinon.

On a
’Ym m 12 _ "/m p 2,12
Rimomm(ugh s — vl ) = R (vgh s —vgt )
57m =7 (12 12
—Rym(Id — 7)) (v Cros va\~,,;>'

On utilise le fait que H4,o - 7*r777»<pH < (N2 el ez (vz) * Pour 0<r<1<

Vram ()
s. Ici on prend r = % ets=1,onaalors :
RI™ 0 7m _o2 H CH 12 _ 12 H
H ( 5\7 J\WW) 2o () ( Yslvih 5\7m) VEm ()

+ H(Id N 7?7;)(@;‘27; N v§\2"7;)‘|11%”%(7*) '

On utilise (2.3.26) et (2.3.27) pour déduire que

R o —ot2 ) < c| o) s
H * ( Sl 6\%7) Him(on) T ( LIR%s 5\'vm) Vi (4m)
—v .
5\'7 5\’Ym) ’Hl,"r;p(ry;)
Puisque les termes u — 111;‘2“ et u — U;I{/, s’annulent sur les extrémités de +;,, alors ils
. Py 1= —
appartiennent a V' 2"7m (4;,). On a en plus U; _ s’annule sur v, on a alors
Yin
12 12 V12 1
< |lu-— Hu — U5 - |
[Cxt ] iz S ([ . iz sl 4 (o)
et
12 12 12 1
— v u— + ||lu—vs5, - .
H sl "WmHHl-W;l(m) - H JMWHHI'W('M) H Sl i (7)
D’apres l'inégalité d’interpolation on a
12 |2 12
u— vl | - < Hu—v + _ Hu—v + _
H 5\7m VEm () v |l L2vm (vim) 8lym H (4
1 1
Hu—t < Hu—’v1 ’ Hu—v1 :
Slym || gy &7 (vm) v || L2079 (vin) Slvm Y ()

On note K, I'ensemble des indices , 1 < p < M, tel que v;, N 7; a une mesure non
nulle. On écrit alors
D N

HEK
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2.3. Le probléme de Laplace : Cas axisymétrique

On a alors

1212 < ¢(N=)"5m
“(”aw,t ”ém)|‘vg,»,;(m s o)

|“’HH~;+1.-/;, (@)

y—st
teyn Do (N el it

HERK m
ol . .
¢, = max (N)3/ min (N)*
HEK HEK T
et
—\—1 12 12 —\—5,
Wy @it s =2 D pniny S AN Bl o,
1 1t
HN)E ST Rl o)
JS
On a aussi
—\=1 1_ gt —\—1 1
o)™ 32 Dl gy € (N) ™) max (V)
per peK,
D T il ot g -
n Hen L (o)
neKsm
On pose
NF N
As = max{ £, 2}
Nip Ny
1
On a les termes ()~ % max,, - (Nj)% etc - sont majorés par \;. En effet on a
+)5 +)5
o< maxueK;L(]:/u)z : 2(N,5)z 1
Yom 2(Npm )2 mmue)Ci(N;r)i

D’ou on obtient que

L L
3 3 -

Do Modl oy = X3 DN Nl gz g -

(=1 (=1
On conclut finalement que vs = v} + v3 + v? satisfait la condition des joints et appartient
bien a 'espace X3. m
Remarque 2.3.5 1) On peut remplacer le terme global \s par un terme local Ay :

NF N>

— max ms o DN
/\gfmrsxmd)f{ ”FL
nek, m I

(2.3.38)

49 .
J. Satourti



2.3. Le probléme de Laplace : Cas axisymétrique

ot le premier max est pris sur les m des non joints ~,,, qui est un cété de . Et ona :

L L
. 1o
inf [Z; [lu— v(;HH; @) < c;(l +Ag) TNy H“HHI”'(Qz) .

vEXE

Corollaire 2.3.1 Soit u la solution du probléme (2.3.3), on suppose que ujq, € Hy* ()
avec sy > % et s > % si £ < Lg. On suppose de plus que la géométrie est conforme alors on a

L L
Wiél)f(g Dol = sl < €Y N7 lull oo, - (2.3.39)
=1 =1

Preuve Dans une géométrie conforme, on remarque qu’on peut éliminer le terme \s,
effet on procede comme dans I’étape 1 de la preuve de la proposition 2.3.5 en choisissant
v}. Ensuite, puisque pour tout m, 1 < m < M, 7,, est un coté commun a €2, et €y, on
choisit alors €, = Q et O}, = Qp si Ny > Ny et Q,, = Qp et Qf, = Q, sinon. On pose
maintenant

M~
2 DY (1 .1
Ui = DRI (W5, = Vg,
m=1
ceci implique que

B Ym (1 1 1 1

Ve — Vg - cljjlu—uv - u—v
HR* ( sl O\an) |11,1(Q;) - (H 5\Qm>Hvﬁ(n;) + H 5\5%) ‘v‘%(n;)>

- +

< C Nﬁs”‘ u - + Nﬁs”‘ u + .
< AN ol s o)

D’oll en sommant sur m, et en posant vs = v} + v, on obtient I'inégalité (2.3.39). m

Erreur d’interface

Proposition 2.3.6 Soit u la solution du probléme (2.3.3). On suppose que ujq, € H**1(Qy),
sp > % (56> % si ¢ < Lg). Alors on a pour tout w; € X§

ou L s .
|3 [ G twsldl < LN Qom NP o ) sl -
s m —

out pg est égal a 1 si l'un des cotés de 2, est un ~;, et intercecte au moins deux sous-domaine
QL # Let 0 sinon.

Preuve On consideére ici deux cas :

Le premier traite le cas ot la décomposition est conforme. Ensuite le deuxiéme traite
le cas ou la décomposition est non conforme.

a) Cas ou v,, est un coté entier commun a , et Q, voir figure 2.3
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Yo = | Y.

FIGURE 2.3 — Décomposition du domaine : cas conforme

On suppose que I'* est le joint et ¢ la fonction joint correspondante (le cas o1 I'est
pris pour joint se traite de la méme maniere), on a alors

ou
/ < [U/é ,/rz %(O—w(;mJ (T)dr
On a par définition de Xy
¥ € P2 (1Y), [ (6= wan) ¥ (r)dr =,
Jrt
et par conséquent on a

| i = [ (§5=0) @=wip) ir @240

v Onim

-Pour t et £ > Lo, on remarque que la fonction joint ¢« est dans H 2(T'*). On déduit
de (2.3.40) que

‘/ w(;]dﬂ < H——I/H Hqﬁ—wathH%m).
(00

Soit 7y, la projection orthogonale de L2 (T'*) sur Py, (I'*) . On prend pour v = my, 2 (5%),
on a alors

\ Jwsldr| < Ny ETOT >||

g3 e

+ ol

du
- ( M

Tm

).

(Hw“‘“tHH%(m ¥ ()

Sachant que Popérateur trace est continu de H* () dans Hz (I'*) et que 'opérateur trace
normale Pest de H*+! (),) dans H*~%(I'*), on peut déduire que :

| / Grolluskdrl < N7 ulssay (23.4D)

(Jwsis, HH‘(QL) + Hwé\ﬂzum(g,))‘
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- Pour t et £ < Ly, la fonction ¢r+ est dans Hlé(l“‘).

Soit 77, la projection orthogonale de L3 (I') sur Py, (I'*). On prend pour ¢ =

7, o ( 2u), on a alors

ou
Ywsldr| < — —yt ¢ —w, 1
‘/ sldrl < ‘ﬁn Y H{%m)” 5‘9"HH1;<F‘)
< CNtlist l?u 1
on TR (ry
sl 3 #1603,
< ecN; HuHH (g,

<H“’6\DrHH}(sz,) + H“’J\QrHH}(m))'

b) Cas oll v;, C Ui<i<r §,, I étant un nombre entier positif voir figure 2.2.
1_ .
Dans ce cas on a wsjq, € Hf  (v;,) pour tout ¢ > 0 si €, touche I'axe {r = 0},
1_
sinon wy|q, € H?2~%(~;,). En effet ws|o,, € HY “(y;, N9, pour tout ¢ > 0. Or D’apres

[26, Rem?2.10] on a pour tout ¢ > 0 le prolongement par zéro est continu de Hz~%()
dans Hz~%(v;,) oll v est une partie de ~;; avec

. <ce M. o 2.3.42
Mydmeirm < e Hlaeeqs) (2.3.42)
1
Ce résultat reste valable pour la norme de HZ “ (7).
Pour unifier les deux cas ¢ > L et £ < Ly, on va utiliser le fait que la norme H.HH%(W,)
etlanorme ||. H 3 0m) sont équivalentes si v, est loin de I'axe {r = 0}, avec une constante
o

qui dépend de la valeur absolue de la mesure de ~,,. De la méme facon si €, est loin de
l'axe {r = 0}, on a la norme H.HHl(Q“) et la norme H'HH}(SM) sont équivalentes. Dans
le cas général on peut considérer que la constante dépend du diamétre de 2. Puisque

[ws] = w, —®-oud - = > wy _et W' _ est le prolongement de w’

Slvm I7m 1Skp Ohm 3y 3109, Nym

sur ~,,. On a alors

ou

ou
) <
[ Srtwmar <c|3

Ym

wsio || 31— HIP 1. (2.3.43)
5+ (y )(H J‘OwHH} (vm) I ”H} (7,;))

En utilisant I'inégalité

el

e s
HZ  (vm)

1. < Hw’
HZ (i) Z 819,

1<i<TI
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et (2.3.42)ona:

" Ou ou
[ Sl < o5
Ym HE (vm)
Ws Q- H 1. +ce” Hu 1
(s HE () 1;1 %l )
0
< Ol+e) '%"“ﬁ L
Hy 27 (ym)
I
(H o1 ) 1;;1 012, H%(QL1)>
oyt =7k _, (9%). D’autre part on a en posant ¢ = 1/log Ny,
17 _1y_(s
‘;7w+ 14, < LNT('f e )Hd -3 -
n H;§+“(’Y;») nH™ 2 ()
17}
< ceNL Nl s
on' H™ "2 (vm)
< eeNg  lullgrem g,y -
On en déduit que
| —n [uv 1(r)dr| < C(1 4 ce )NL |u\|H;~M(Qm) H“)O'HXII s (2.3.44)

Ym

et
[, 2 fws] (7) dr|

< C'N;;5m (log N ||w]| gyom +1 .
o i )

Finalement en sommant sur m on obtient le résultat. m

Erreur d’intégration sur le second membre Nous sommes maintenant en mesure
d’énoncer la proposition suivante.

Théoréme 2.3.2 Soit f une fonction, telle que fio, € H{* (), o0 > 1 (0¢ > % sil < L)
. On suppose que u; est solution du probléme (2.3.15) et u du probléme (2.3.3), qui vérifie
en plus ujg, € Hi™ (), avee s; > L(se>3sit< Lp). Alorsona
e —usllg < cZ [ A0) N7 Q08 No) ful 041 g
+Né 7 ”fHHj’/(n,)]-

ol c est une constante positive et g, est égal a 1 si U'un des c6tés de §) est ~y,, et intersecte au
moins deux sous-domaines Q¢ # € et 0 sinon.
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Preuve Erreur d’intégration

a) Onpose § —1 = (N; — 1, N, — 1,..., N, — 1), on note z;_; I’élément qui vérifie
z5-1lo, = HN[1 14, H;] , est l’operateur de projection orthogonale de H} () dans
PN, 1(!2/) On a

—as (vs,ws) + a(vs,ws) = a(vs —xs5-1,ws) — as (Vs — Ts—1,Ws)
L
2 1
< C{Z lvs = 251 ll1 () 12 llwsll
< C{ZH HN’ B HHl(n)

+lu— UéH}tJ}(Q[)}2 Hwénx; .

Pour la derniere inégalité, on utilise [8, Proposition V.3.3] pour déduire que

L 5 L
+,1 1 —s
vgfl_[’_uH 2 <cY N, %|ug
O o = T 0 Y < 3N

g1
HYET ()

et que
a(vs,ws) — as (vs, ws) s
— e < cfflu— sy +ZN | |ug| b e 3 (2.3.45)
llwsl| 2 = @)
b)
On utilise le fait que ¢ ||.| yo¢ q,) < [l ger (o, < ¢l llgee(q,) PoUr Lo+ 1 < €< L, (¢

et ¢’ dépendent seulement de la géométrie de 2) pour déduire que :

/ fwsrdrdz — (Is f,ws)s = /(f - H}lflf)wg’r'dr(lz
Q Q
—(Tsf - Hﬁg,lfw wri)(;

L
S (I =108, 1 fllzzn

<
=1
+1Zsf = K, 1 Fll a0l lwsll L2 o0
L
< CZ(W - HquHL'f(Q[)
=1

HIf = Zs fllzz ) lwsl L2 (o)

ol H;ﬁl est lopérateur de projection orthogonale de L?(€),) dans Py, (). On rap-
pelle que Zsq, = I;(,Z, si (2, touche I'axe (Or) et Zy), = Zy, sinon, on a alors d’apres [8,
(VIL.3.1) et Proposition V.2.1 et VI.3.1] :

I =18, 1 fllezen < eNe el ey

_ (2.3.46)
[If = Ié.fHL%(m) <cN, aé“f”[{ff(my
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D’ou .
< CY NS e lwsllxg - (2.3.47)
=1

’/wa(grdrdz — (Zs f,ws)s

avec C dépend du diametre de Q.
La preuve est obtenue en combinant (2.3.45), (2.3.47) et les propositions 2.3.3 et
236. m

Remarque 2.3.6 Dans linégalité (2.3.17), on peut considérer vs € X3 N Ps_y, alors le
terme a (vs, ws) — as (vs,ws) = 0 et il reste d estimer inf u— v, .
(vs, ws) — as (vs, ws) werip, | llu — vl x;

2.3.4 Estimations d’erreur : (cas des fonctions singuliéres)

Avant d’énoncer un théoréme important sur les estimations d’erreur des singularités,
on commence par donner un résultat qui a été démontré dans le cas conforme [16,
Théoreme 4.36]. On va ici étendre le résultat dans le cas non conforme.

Proposition 2.3.7 Soit Sé?) appartenant a £ défini dans (1.6.26) et q > 0 fixé. Alors
pour tout Re(\) >0, ona

inf [|SQ) — 25|41 < N2 (log N,,)7t2 (2.3.48)
zEXg 1 :
ou
N., = min{Ng, QN supp(S¥) # 2,1 < £ < L}. (2.3.49)

Preuve On va supposer que le support de Sé?) est assez petit, de sorte que sa valeur
soit nulle sur les c6tés ne contenant pas e;. On divise le probleme en trois étapes :

Etape 1 : Construction de u}

On approche sﬁf‘), sur chaque domaine 2, par un polyndme qui s’annule sur les som-
mets ¢; de 0, extérieurs a I'axe {r = 0}.

On considére pour cela la fonction u} telle que u} = ugq, vérifie :

uf(r,2) = LSO (r, 2) — YISO (e5)i (1, 2),

J
ol 7’ est un polyndme dans P, (€2), qui est égal a 1 en ¢; et 0 sur les autres cotés dans

€, qui ne contiennent pas e;. Puisque ¢; nest pas sur laxe {r = 0}. Evidlemment, u}(r, z)
s’annule sur tout les coins e en dehors de .
On utilise 'inégalité de Gagliardo — Nirenberg :

3 3
Yo € HE(Q), [v(e;)| < ‘M‘L?(Q/)Hvunf(m) .
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et puisque Sé?) s’annule sur les ¢; on a
NSO —willmray < 1S = IEESO 0
’ 1 ¢ 1
HISE TR SO 2 0, 1S = TS 32 -

on utilise la remarque 1.6.1, la proposition 1.6.3 et la proposition 1.6.4, on obtient

HSE,‘))fHEfSéf”IIu;m[) < NPT SS,?)HH;Jr(Q)
< eNZ eI

Puisque s =2\ +2 —cet Nf =econa

IN

— —g—1
IS — H?\}fsé?)HH}(m) eNy P13

A

N[ZA(log Nl)“*;

De la méme facon on a

¢ 1 _s 1
HSS) - HTV,SS)HE(QU S CNZ 2 Hsé?)Hiier(Qp

et
(IS8 — 1kt s <Ny E|IS©

Iz, 12
Hf(ﬂ;) —

H: (Q)

D’ou on déduit que

A

I8 ~ 105

NOe; NSO e @

1
NeSe iz, <
< N7PM(log Np)ots.

1
[F2an 189 — T 5
1

Etape 2 : Construction de u?
La fonction u} construite dans étape 1 n’appartient pas & X§, on construit u2 par
relévement et projection de v} comme suit :
M -
uj = Y RImod i (uy y —up )| (2.3.50)
m=1 '
ot {7;, 1 <m < M~} est 'ensemble des non joints. Ici on utilise les mémes notations de
R et 77 que dans la proposition 2.3.5. On a
M-

2 P Ym ~Ym 1 1
”“5”;111(9;) <> HR* O (g — gy
m=1

(2.3.51)

Tellat@n) |

u} est nul sur tous les e; en dehors de {r = 0}, en plus u} dépend du support de Sﬁ?)
qui est pris assez petit. On note alors J,, I'ensemble des indices , 1 < u < M™, tel que
Yom VYO support{Sg,?)} a une mesure non nulle. On écrit alors

Tm = D Y N O support{S},
MWETm
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On en déduit :

5Ym o =Y 1 ((I)H X
H'R* o7 Tm (u H(u‘ﬂﬁz S, w2 om)

+3 H(u}v: — 5o

HETm

1 1
o —Uu —
Sl ) "/"»HU,I(Q;,)

|UF(%T)

1

En effet u};h, s’annule sur tous les coins de ~;, donc uéw, est dans H{ (v;,) et on peut
-

éeriteul = Y @), ot} estle prolongement continu de “zlvﬂw par O eton ala

weIm " " e

1 1
continuété de de I'opérateur Hy (v,") dans Hy (v,,). Dol :

[vm

c[(N7) "2 (log N, )7+3

+ ) (V) TP (log Ny )T,

RImoam(ul, . —ul _
H * ( 8|t dhm)

vl a 9n)

HETm
Finalement on somme sur m avec 1 <m < M.
Etape 3 : Construction de z;
On pose
Zs = up +ui. (2.3.52)

On voit que Z; vérifie la condition des joints mais Z§ n’est pas nul sur le bord T'. Pour

remédier a ce probleme on prend

z5 = 55 — Z 7%1(25"?) - Z 7.'?] (25"\/)<

~CTNQy, £<Lg ~YCI'NSy, £>Lo
Comme S£5]>|F =0ona:
sP=s0 - 3 REPm - 3 RUh).
~CTNQy, £<Lo ~YCINQy, £>Lo

Enfin S — z; vérifie linégalité (2.3.48). m

Remarque 2.3.7 On a supposé dans notre preuve que la décomposition est quelconque au
voisinage du point singulier. On peut aussi supposer que la décomposition est conforme au
voisinage de ce coin.

Maintenant on va utiliser ce dernier résultat, pour énoncer un théoréme sur l'erreur
entre la solution continue et la solution discrete.

5

Théoréme 2.3.3 On suppose que f € H5' (Q) avec s > 3, alors il existe une constante
positive c telle que, la solution u € H{ () du probléme (2.3.3) et la solution us du probléme

discret vérifient :

llu— sy < C(L+ As)% sup{N}~*, Es} [F{[FFrp (2.3.53)
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ot
Ns =min{N;,1 <{¢< L} et Es =max{F;,1<(<L} (2.3.54)
et -
0 si Q ne contient pas des e;,
B = Nz *(log N.,)% siQy contient e; avec w,, = z, (2.3.55)
N,;% (log N.,)2 si Q contient e; avec w,, = 3

N, est défini dans la proposition 2.3.7.

Preuve On a

inf —vs < ¢ inf eg — 2.3.56
Jnt vl < e int ey — will g (2.3.56)
g, ][5 =+
+z;2x§ e ¢ z6 X}

+ inf (O)Z| HS(O) - 24” .
Z;dexg Ve e 5 x;)

En effet on pose

U= Upeg + VSO + Z'yéo)lss))[ etvs = ws + 70z + Z’y’éoﬂzg
=2 =2

On utilise la définition

SO = x o (r))r2 (log re) 0 (6,) avec A = {n +p, p>0etqg>0.
Wi

et l'inégalité (2.3.7) avec A\ = i—’:, et { = 1. Pour le cas w; = %, ¢ = 0, on obtient

HSéo) - ZaHXI < N;*(log N,,)?. Et pour le deuxiéme cas w; = 3T, ¢ = 0, on obtient
1

—4
|s¢ - zéuxl < N2 (log N, ).
1

D’autre part d’apres (1.6.22), on a

wéu)‘ < cllfllgs-1(q) pour s > 2, d'oli le résultat.
H

n

Remarque 2.3.8 Sous les mémes hypothéses de la proposition précédente, on peut écrire

une estimation ou apparaissent des quantités locales.

L
Lar—s
lu—usllpr < c;[(1+)\g)2N[ *(log No)™* [[ullyoe+1 (2.3.57)

+sup(N,, Ey) Hflﬂ/HH;’um)]'

Théoréme 2.3.4 On suppose que f € H5™' (Q) avec s > 3, alors il existe une constante
positive c telle que, la solution u € H{ () du probléme (2.3.3) et la solution us du probléme
discret vérifient :

= sl 2y < e(1+A)F sup{NY~*, Ny og(Ns)2Es} [ i1y, (2358)

ou o est nul si la décomposition est conforme et 1 sinon et Ejs est défini dans (2.3.54).
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Preuve On a |ju — us| 13 (o) = (Z Jlu — ugHLg(m))z La majoration de |ju — ugHLz(Q)
s’obtient gréace a la méthode de duahte d’Aubin-Nitshe, qui consiste a remarquer que

N o Jo (u—us) (r,z) g (r, 2) rdrdz
fluw— “6HL2(Q) = sup
! geL3(Q) HVHLZ(Q)

Pour toute fonction g dans L%(12) tel que 9o, = g¢ pour chaque ¢, 1 < ¢ < L et on note
X¢, la solution dans H{, (€,) du probléme

—Axe = ge dans Q,
-0 sur 00 sil > Ly (2.3.59)
Xe sur 'y sil < Ly

etona
/(ufuo)grdrdz— Z Axg(ufufg)dr.
R =1

Soit x I'élément vérifiant y|o, = x¢, on remarque que x € H{, ()

/ (u —ug) g rdrdz = XL:

Ja =17

VxeV(u—us)dr — Z / )u — usldr.

ymes

1) On remarque que 3 [ - ( dnm Nu = usldr = 35 [ - (dn )[us]dr. On reprend la
YmES YmE€S
preuve de la proposition 2.3.6. La régularité de u nous permet de conclure comme dans

(2.3.43) que

17} ,
[ g wmumar < o2 e —ua
Y Mm H™ %4 (y7) Ym ym WHZ  (ym)
+|e-ua_| 4 (2.3.60)
12, Hz (’Y;w)>

On procéde comme dans la preuve de la proposition 2.3.6 pour déduire que

L
‘ Z / [U*ué] )dr| CZN[I(IOgNK)W HXK”Hf(m) H“*“(SHXII

TYmES =1
CN(;IOOg Ns) ”gHLf(n) flu— U@HX} (2.3.61)

IN

IN

En effet puisque  est convexe, alors x, € HZ(f,) et on a ngHHf(Qe) <c ngHL%(Q”.
On remarque que si la décomposition est conforme on a

Ox
15 [ o = wl () dr < Ny ol e = sl -

AmES Ym
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L
2) Pour majorer le terme a(x,u — us) = . fm VxeV(u — ug)dr, on choisit x5_1 tel que
=1
pour chaque 4,1 </ <L
M xesil <0< Lo
_ = - e - - 2.3.62
Xo-1ig { ViSxesiLo< <L ( )

ol ﬁ}'{lfl Popérateur de projection orthogonale de H{, () dans P}, , (), et ﬁ]’v’[lfj

Topérateur de projection orthogonale de Vi, () dans P, _, () déduits de IT};" resp
H;ffl défini dans [8, Chapitre V]
On remarque que xs—1 € Hi, (), ceci implique que

a(xs—1,u — us) = / Ixs—1dr — (Zsf, xs5-1)s
)

et que
a(x,u —us) = a(x — Xs—1,u — ugs) + / fxs—1dt — (Zsf, xs-1)s-
Ja

On sait d’apres 2) de la preuve de la proposition (2.3.2) que si f € H;™" () alorsona :

| fxomrdr = @ofoxsadal < eNE Wl I g
< eN; T I fll sy U = Xo—1llap + lxlay)
< Ny s oy 9l o (2.3.63)
puisque
L
Ix =xs-1lay < e N Ixelmzcan
=
< Ny gl gz -

[8, Proposition V.3.2 et V.3.6]. Ceci implique aussi que

alx = xs—1u—us) < clix = xo—1llap lu— usll;
< Nyt HgHL%(Q) lu— “5HX11 . (2.3.64)

Pour majorer ||u — U5HX‘1, on utilise 'estimation (2.3.57). En combinant (2.3.57), (2.3.63),
(2.3.61) et (2.3.64), on déduit I'estimation (2.3.58). m

Remarque 2.3.9 Dans la preuve précédente, on est obligé de poser le probléeme (2.3.59), sur
chaque sous-domaine avec nullité sur le bord, pour pouvoir assurer la condition de compati-
bilité. La difficulté vient du fait que Uespace discret n’est pas inclu dans Uespace continue et
donc si on pose x tel que

—Ax = g dans Q
x=0surT
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7

alors pour un choix de x5_1 le méme que celui dans (2.3.62), on aura a(xs—1,u) # [ fXs-1,
ce qui bloque la suite de la démonstration.

2.4 Le probleme de Laplace : Cas général (k # 0)

2.4.1 Probléme continu

On considére le probléme de Laplace (1.6.9) dans un domaine tridimensionnel Q. On
ne suppose plus dans cette section que f et § sont invariantes par rotation et on développe
la solution @ et les données initiales en séries de Fourier si bien que l'on se ramene a la
résolution pour tout k d’un probléme du type :

—d2uk — aufazuk+ Euf = f*  dans Q
T ’ 2.4.1
{ uk =0 sur I (2.4.1)
ol 2 est décomposé en polygones comme dans la figure (1.3).
On définit les espaces X7}, (), X}, () et V], ()
XL (Q) = (v1, .. ,vg) € H H1 ()N L2, ()} (2.4.2)
XL () = {v eXL (Q),v= 0 sur T}
et .
Vi, () = {v=(v1,...,0) € ;ElHll () VL2, ()
ve=0surT etw, =v sury™ 1 <m < (<L}
On remarque que V], (2) est isomorphe a Vi, (Q) = H{ () N L2, (Q).
On munit A7, (Q) de la norme ||. ||y, définie par :
L
lollx: = > H”If”igk)(m))i (2.4.3)
=1
ol ) ,
‘|WHH(1U(Q,) = (lvell g1 q, + k[ floell 2 (@)
On pose
L &
ar(u®,v) Z V (uf) (r,2) V () (r, 2) rdrdz + k* (7 7) (2.4.49)
=17%%
ol

L
(u*,v) X:/2 (ufve) (r, ) rdrdz.

—1 7€
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7

La formulation variationnelle du probléme (2.4.1) est pour k # 0

Trouver u* € Vi, (Q),
vérifiant, Yv € Vi, (),

L (2.4.5)
ap(ukf,v) = f&h f* 0 rdrdz.
=1

Proposition 2.4.1 Le probléme (2.4.5) admet une solution unique u”. Cette solution vérifie :
k k
[ ng <cllf HL%(.Q).

Preuve On a

L

ak(u,v) = Z(/Q V (ug) (r,2) V (0¢) (1, 2) rdrdz + kz/ﬂ (ugvy) (r, 2) r~tdrdz)

= 3

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

M=

ak(u,v) (HWHH;(QU ”W\|H11(m) + K HuiHLil(Q[) HWHLL(Q”)

~
Il

1

M=

(luell zr @y + E lluell 2 @) Ulvell g,y + Ellvell 2 q,))

~
= I
-

., L

1 1
D (luell gy + F lluell 2 @) 12 D (vellzry @, + * llvell 2 0,)°12
=1

IA
T

et
a(u, ) <2 [l [[vllx; -
On en déduit que ay, est continue sur V}, (?)*. La coercivité de aj, découle du fait que
lona:
ar(u,u) = [Juf3s -

Enplusona:

laly = )

g /Q[ (f(;)/m) (r,z) rdrdz.

CH“H?{,} ka”Lf(Q).

IN

d’oti le résultat. m
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2.4.2 Probléme discret

Pour définir le probleme discret, on rappelle 'espace introduit dans (2.3.9)
Xg ={vs € L} (Q) /v = v510, € Pn, (), 1 < £ < Letvs =0sur[ et il existe une
fonction joint ¢ définie par ¢re; = wgpes si (6,5) = (£(m),j(m)) et
Jres (e — @) (7)1 (1) dT = 0,¥¢ € Py,_, (T'“7) sinon}.
Et on définit 'espace X§ par :
X5(Q) = {vs € X3(Q) / ve = vsj0, € L%, () , 1 << L}.
On remarque que
X5(Q) ={vs € X5(Q), vs = 0sur ['p}.

La discrétisation du probléme (2.4.5) par méthode de Galerkin avec intégration numérique
pour k # 0 est:

{ Trouver uf dans X3(Q) tel que 2.4.6)

Vos € X3(Q), an,s (uf,vs5) = (Zsf*,v5) 5

ot la forme ay s (., .) est définie par :

us Vs
Jvs) = , k? (f.f) .
a5 (us,vs) = as (us,vs) + )

et Z; est l'opérateur d’interpolation introduit dans la section 2.3.2 .

Proposition 2.4.2 Il existe des constantes c et ¢’ indépendantes de k, de la géométrie de
et de sa décomposition telles que, pour tout entier fixe k # 0, la forme ay s (., .) satisfait les
propriétés de continuité et de coercivité suivantes :

Yus € X2(Q), Vo5 € X(Q)
lar,s (us,vs)| < cllusl| 1 1105l 2 (2.4.7)
a5 (us, us) > ¢ |lus| 3

Preuve On a d’apres (2.3.13)

L

as (us, vs) < BZ\UAHIA(m)\'z,vg|H11(m). (2.4.8)
=1

En plus on a %% € Py, ; si Q intersecte I'y, soit en utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, (2.2.5) si ¢ < Lg et (2.2.6) si Lo +1 < ¢ < L on obtient :
us Vs L
0
12 (7, 7)5 < kY fuellzz o, lvellze (o) - (2.4.9)
=1

D’ou on déduit que

L
ar,s (us, v5) < CZ(\UMH}(m) +klluell 2 ) ([vel i 0o + K llvell 22 | (o,)-
/=1
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En utilisant, une autre fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
aks (s, v5) < Cllusll i l[vsllx; >
ol C est une constante indépendante de k. On a d’autre part
o5 [Us U
an,s (us, us) = as (us, vs) + k? (7-, 7)5 .

En utilisant (2.3.14), (2.3.12), (2.2.5) et (2.2.6), on obtient
L

2 P 2
ars (us,us) 2 (lluslly + Y lluell7z | o)),
=1

d’ou )
ays (us,us) > ¢ HuéHf\eg

o1 ¢ est une constante indépendante de k. m

Théoréme 2.4.1 Le probléme (2.4.6), admet une solution unique uf dans X3 () qui vérifie :
sl ex < el 2oy (2:4.10)

Preuve La proposition précédente implique I'existence et I'unicité de la solution. On a
ensuite

(Zsf*sus) 5 < [y 174 o
do ,
Cllusllay < ans (ubus) < [l 1|2y

L’inégalité (2.4.10) en découle. m

2.4.3 Estimations d’erreur

On va maintenant estimer l'erreur entre la solution continue et la solution discrete
et montrer que comme dans le cas invariant par rotation, cette erreur est majorée par
l'erreur d’approximation, 'erreur de consistance, l'erreur de quadrature et une erreur due
a la non conformité sur les interfaces. Et traiter ensuite ces erreurs une a une.

Proposition 2.4.3 Soit u* la solution du probléme continu (2.4.5) et u’g la solution du
probléme discret (2.4.6), il existe une constante C telle que U'on ait :

o~ by < OOt (vl

ay (vs, ws) — ak,s (vs, ws) }

+ sup
wsEXS H“%s“xg
k k
wgrdrdz — (Zsf*, ws
+ sup fﬂf ( I~ 0)5
wsEXg H“’J”X:
b} k
T J (8 lwslar
+ sup Ym €S )
wsEXE llws|l
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Preuve Par ellipticité de ay s, il existe 3 > 0 tel que pour tout v; € X (Q2) on a
2
B ||uk — 715”)(} < aks (uf —vs,uf —vs)

On pose uf — vs = ws. On a

ar,s (uf —vs,ws) = —ans (vs,ws) + (Ts f*, ws)s.
Comme on a — [,,(AuF)wsrdrdz — [, ffwsrdrdz =0, avec —Auk = —92u* — L19,uk —
92u¥ + B on obtient

— / (A1Lk)u75rdrdz = - Z / Ou [ws)dT (2.4.11)
Ja Oy,

—es VM

+Z Vukagrdrdz

+k22/ uFwsr—tdrdz,

en déduit alors que

,/Q(Auk)wérdrdz = 72/ ( )[w(;](h (2.4.12)

Ynes”
+ag (’LL5,U}5) .
olt [w;] est le saut de ws & travers ™. On déduit que
ars (u§ —vs,ws) = —ags (vs,ws) + (Tsf*,ws)s

7/(Auk)w5rd7‘dzf/ Frwsrdrdz.
Q Q

On remplace — fQ(Au’c Jwsrdrdz par sa valeur donnée dans (2.4.12) on obtient

ars (u§ —vs,ws) = —aps (vs,ws) + ax (vs,ws)

*Z/ (dnm) olar

Ym€
+(Zs f*, ws)s, /f wsrdrdz.

Enfin en utilisant
i = a8l < o= v

|X3 + H“lg — Y |X3 »

on obtient le résultat. m
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Proposition 2.4.4 : Erreur d’approximation
Soit u* la solution du probleme (2.4.5). On suppose que u‘km c H;,f_)*' () et s¢ > &
(s¢> 3 si < Lo). Alorsona

inf
vsEXE

L
k 3 — k

uF — sy <A ;N[ 5o ||H:f)u<m). (2.4.13)

ol \s est définie dans (2.3.25), pour tout joint 7;7, 1< p< Mt etnonjoint v, 1 <m<

M~ tels que 'y;f N, a une mesure positive.

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant dont la preuve figure dans [8, Chapitre
IV.4 et Chapitre V.4].

Lemme 2.4.1 Il existe un opérateur de projection,
A V) — PR(A)

qui vérifie :

1
/ (g — 7D te)wdr = 0, Vb € Py_a(A). (2.4.14)
J—=1
5 ~(k).1 < 1=s 13 ..
|9° ™~ VQHH(IM(A) < CN H(p”H(k)(A)'
En plus on a pour s > 1:
(k) L(r) _ ~1.(z —s 5
HW i ARE 5 >¢HH<‘@(E) S eNY ellug )5 Yo € Higy (2) (2.4.15)
et si ¥ n’intersecte pas Uaxe {{ = —1} ona:
H“’ P IHONS ﬁ—]l\}(z)SOH < NS HQF,”H;H(X), Vo € Hy,y (T). (2.4.16)

Hiy (2)

Preuve de la proposition 2.4.4 La preuve se déduit de la preuve de la proposition 2.3.5
et suit les mémes étapes. On va donner ici les changements a faire pour chaque étape.
Etape 1 : On pose
1_ k), k
vy = Iy, u” sur €

On a d’apres [8, Chapitre VI.3], pour s, > 3

k 1 —8, k
uky, — v <CN, Hu L (2.4.17)
H 12 ZHH(‘U(Q;) ¢ 126l )
et
k 1 ko1 inz—se ||k
e, - WH%(F) + Ne|uf, — i sy SCN [, wiay 1SS T
(2.4.18)
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7

ou I' est un coté de Q.

Etape 2 : On pose
MT

F= 30 o (@

p=1le€C,

ol <i>},,,ﬂ est défini dans la preuve de la proposition 2.3.5. En utilisant (2.3.29) on a
2 _ 1
ll; HL%(A) SNt [npllan SNz (2.4.19)

d’ot
.

- Cz)‘p;HLi,(A) se H‘p;HLf(A) SeN7®

en déduit que
1
175l 2 ) <cN™z, (2.4.20)

D’autre parton a yy = (ITT")N qui vérifie

< N3, (2.4.21)

H;(Q)

ot

En combinant (2.4.19), (2.4.20) et (2.4.21), on obtient que

< clk|N"L.

][]
L2,(9)

En utilisant le fait que \k\N{;l <let H‘i)u,e

< ¢/, on déduit que
H1(Q)

Mt

L
Z vaHH(lk)(!h) < CZ(N;VS’K
=1 =1

H

Hlm @)

De méme on a : L.
vaHH“%,) < c(N’j)iﬂm |

k
u H UJ) |( M)’ (2.4.22)
et 1_ o+

5 _1l_g k
H’U‘ ||L21('Y771) = F(N ) H HH“) () '

Etape 3 : On note :

#0m _ ﬁéﬁ?il‘(r) si v, parallele & (Or)
’ 7O sig paralléle a (0z).

et on pose

ng = vé + vg
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et

e 7~T((5}«),%2 (’“éi,; - 5\7 )(T)X - (0)] dans Q, (2.4.23)
0 dans Q\Q;,.

On a enfin
M~
vg = E vEr.
m=1

ou 7 resp o sont les variables tangentielle resp normale a v, et Y- est obtenu de x -
par homothétie et translation (xy-(0) = (452)Nm). Pour simplifier on notera x No au
lieu de X - . L'idée de cette construction est inspiré de [8, (V.6.6)], avec quelques change-
ments. On considére seulement le cas ol v, est paralléle & (Or). On pose v} 6| s =

Slvm
12
= (k)Y (12 H < H~(k)rr; 12 H H 2.4.24
H7r5 (=) (T)xnz (o) a () S c(||7g T (21%) . L%(A;)( 4.24)
= (k)Y (12
N R ol O
L T Al e
R ||FP )| L v )
L2 (ym) LT (Am)
d’oti en déduit que
~ (k)Y (12 ~ (k)Y (12
H”é XN (‘7>H Lo () s )|L§(%71)| N HH‘(AW)
")y o [
z X .
( Hh Gy 17N L%(Am)
(*) D’autre part, on a
= (k)Y (12 | H 12 12 2.4.25
|"6 (= )Lm;) = 1%k T sl 2 m) (2.4.25)
< AW
+ 3 (v k| o)
HEKm "
En déduit que
12 12 —\=sm |l
H Yslnh “5\7;)]1%(7;) HXN;HHI(A;) c(Ny,) Ju Hmmﬂm,)
. +
Racte Z (N )* H;EL)H(Q:)
HEKm
avec
1
€1 = (Nn)?/ Jmin (N)*,
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ete, - < )\2
(* ‘) D’apres (2.4.18) et (2.4.22) on a

= (k) Ao (12 H H H 12 12 H H
K z - v — v -
| o >H?k><~m> Nallzag = ot~ bl ) 1V L)
k
< e(N) T HH.;;,,,](Q,)
. +y—s;h
ey D (N wE e
HEK,

avec
Gy, = max (N)F/(N;)*
HEK M,
ete, - < /\;5. Et on termine la preuve en sommant sur m.
Le cas ol v,, est parallele a (Oz) se traite de la méme fagon.
Ainsi la fonction vs = v} +v2 + v}, appartient a 'espace discret X¢ et vérifie linégalité
(24.13). =

Remarque 2.4.1 On remarque que létape 3 de la preuve a été changé par rapport a la
preuve de la proposition 2.3.5, en effet si on avait utilisé le relévement R] défini dans 2.3.37,
on aurait alors une estimation du type

inf
vsEXY

)“’“*%Hw < ")‘ZWZN_” f[u* ”H‘I“(m)
=1

Corollaire 2.4.1 Dans le cas d’une décomposition conforme avec k et Nj choisis de fagon
quelconque, on a :

inf
vsEXY

L
}uk — 7;5”/1,3 < c)\gZN[s’ Hu’"’HH:ﬁl(m) . (2.4.26)

Preuve Dans la preuve on a pas besoin de I’étape 2, donc la condition k < N, ne sera

plus nécéssaire. Enplusonac, - = (N;)2/(N;)2 et Copm = (NF)2/(N;)2. =
Proposition 2.4.5 :erreur d’interfaces
Soit u* la solution du probléme (2.4.5) et ws dans X, 5(9), alors on a
| Z /« YNwsldr| < e ZN‘W log Ny)?* (m)] lws|l x. -

m

Ym €S

et gy est égal a 1 si l'un des cotés de € est v, et intersecte au moins deux sous-domaines Q[/,
14 # [ et 0 sinon.
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Preuve On utilise la méme démarche que dans le cas axisymétrique, on conclut comme
dans (2.3.44) que

| / fws) (1) dr| < O+ e INZ [ ool s 2:4.27)

avec ¢ = 1/log N,,, d'ot le résultat. m
Nous sommes maintenant en mesure de donner une estimation de I'erreur locale :

Proposition 2.4.6 On suppose que avec s; > 3 (s, > 3 si £ < Ly), et f* une fonction tel
que f\’gz[ € HY' () avec o > 2. Alors il existe une constante positive ¢ indépendante de k
telle que :

1

Hu’tu’gﬂ&\ < o1+ As) ZZN[ ¢ (log N¢)?

4 )
3 - - k
+°ZN1€ s HH;’g)(m)'
=1
ot u® est la solution du probléme continu (2.4.5) et U5 la solution du probléme discret

(2.4.6) et gy est défini dans la proposition 2.4.5.

Preuve On a

L

ar.s (vs,ws) — ak (v, ws) < Y N (“kHHW“(m + [l ”5HX3}'
=1

En effet on utilise I'opérateur de projection orthogonale 11%‘271 de H (lk) (Q) dans H, (lk) Q)N

Py,—1(2) et [8, Proposition V.4.2]. Suivant la démarche de la preuve de la proposition
(2.3.2) on obtient :

la.s (vs — w5-1,ws) — ax (v5 — w5 1,w5)| < (D [lvs — w5 1HH‘ (m)} llws ] 22

L 5
o T
{; - Hijey (%)
T 1
+ Hu UéHH(lk)(Q[)}Q
donc
lak,s (vs — w51, ws) — ag (Vs — w51, ws)| < (:{Hu’C — 7;5”X1 (2.4.28)

+ZNZ *lufl]

i Tl
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D’autre part on a

fsz Frwsrdrdz — (Iof w(y
sl

< CZN TN me (2.4.29)

(k)

en effet on utilise les mémes operateurs que dans 2) du théoréme 2.3.2.
En combinant (2.4.28), (2.4.29), les propositions 2.4.4 et 2.4.5 on obtient 'estimation
d’erreur requise. m

2.4.4 Estimations d’erreur (Cas avec singularités)

Avant d’énoncer un théoréme important sur les estimations d’erreurs des singularités,
on commence par donner quelques résultats.

Proposition 2.4.7 Soit Sé?) appartenant a L’ék%q défini dans (1.6.26) et q > 0 fixé. Alors
pour tout Re(\) >0, ona

jnf. 1S%5) = 2] a1 < clk| N> (log N, )7+ (2.4.30)
z5€XY

avec
N, = min{Ng, Q¢ N supp(SY) # 2,1 < ¢ < L}.

Preuve Etape 1 : Construction de uk‘k
On considere le support de SﬁiC> assez petit, pour que sa valeur soit nulle sur les cotés
ne contenant pas e;. Sur chaque domaine ), on considere H;,fSéf”. Ensuite on considere
la fonction uy* telle que
“}5\':42[ =uy
avec
ué’k( z) = HNZS(” (r, 2) ZHN S ) (e i (r, z)

ot 7 est un polynéme dans Py (£2,), qui est egal alen e; et 0 sur les deux autres cotés

dans €, qui ne contiennent pas e;. Alors u}"‘"(r, z) est nul sur les e; de Q, qui ne sont
pas sur 'axe r = 0, (evidemment il est nul sur les e en dehors de €2,).On a d’apres [8,
ChapitreV.7]
. _ 1
||S§i€) _ “}’kllﬂgm(sm < cN, D‘(log Np)T+3

Etape 2 : Construction de u?’”
~ (k).
N

On utilise les mémes notations de R et 7y, 'que dans la proposition 2.4.4, et on
répete la méme démarche que dans la proposition 2.3.7. On pose comme dans (2.3.50)

M-
Vi o )7 Lk

= DRI om0 (u] 5|« ~ sy

m=1
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2.4. Le probléme de Laplace : Cas général (k # 0)

et
M~
ZkH < Hkv; ~(k)vm (s Lk 1k H (2.4.31)
u S _om u u _ — . .
H o HY (@) mzzl ( Slvn - Tohm iy (or)
Ona
5Ym o ~(k) v () Lk Lk H H Lk (k)|
HR_ e (uo‘hfz uél“/;x)%’f Y, (9m) clk|( Yol Sl 11,%(7;)(2'4.32)
Lk (k)
+ s - ¢ i)
HETm
et
5Ym o = (k) vm (0 Lk 1,k . ol
e ] I L LR C R
9 1
+ > (N (log N )R]
HETm
Etape 3 : Construction de z;
On pose )
z5 = uy® +udt. (2.4.33)
et

z5 = 55 - Z ﬁl(ggl’)’).
yCI'NQ,

et on termine la preuve comme dans la preuve de la proposition 2.3.7. m

Estimations d’erreur globale

Remarque 2.4.2 1) On suppose dorénavant que
K < Nypour1<(<L. (2.4.34)

Gréce a la condition (2.4.34), comme le prouve le théoréme suivant, on a les mémes
estimations que dans le cas du probléme ou la solution discréte est prise dans un espace
continue X; C Vi4 () voir [8, Chapitre VIII].

Théoréme 2.4.2 On suppose que f* € H*™* (Q), avec s > 3, alors il existe une constante
positive c telle que, pour toutes fonctions u* dans Vi, (€2) solution du probléme (2.4.5), et uk
solution du probléme discret on a :

flu" — w0 < e+ As)* sup{N,~*, Es} ka””(?)](m

ol
Ns =min{N;,1 <{ <L} et Es =max{FE;,1<(<L}

et E, est défini dans (2.3.55).
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2.4. Le probléme de Laplace : Cas général (k # 0)

Preuve La preuve se déduit des preuves des propositions 2.4.3 et (2.3.2) et de la
proposition 2.4.7 en utilisant la définition

S = xo(|k|r2)r2 (log(|k|r.)9p(6,) avee A = n +poupetq>0.
wj
et l'inégalité (2.4.7) avec A\ = i—’:, et { = 1. Pour le cas w; = %, ¢ = 0, on obtient
HS&M - 25H L < \k\N;i(logNet)%. Et pour le deuxiéme cas w; = 2%, ¢ = 0, on obtient
X1 B
s - z(;HX‘ < kINGF (log N, ).

D’autre part d’apres (1.6.22), on a |k| A/F(,,k)

| < ch"HHk](O), pour s > 2, d’oti le
o (@

résultat. m
Remarque 2.4.3 Sous les mémes hypothéses que pour le théoréme précédent, on peut utiliser
une estimation en fonction de quantités locales :
L
k_ ok 1o k
flu" — U'SH/Y} < e [(1 A * Ny log(No)? [lu HH(S,f;’l(SZ()
=1

+sup{N; %, E¢} Hf*’HH;k,).(m)]. (2.4.35)

ou g, est défini dans la proposition 2.4.5.

Théoréme 2.4.3 On suppose que f € H* ™' (Q) avec s > 3, alors il existe une constante
positive c telle que, la solution u* € Vi (Q) du probléme (2.3.3) et la solution us du probléme
discret vérifient :

Huk — u?HL?m) <c(l4 /\5)% sup{N; ~*, N; ' log(Ns)2Es} kaHHf ) (2.4.36)
ou o est nul si la décomposition est conforme et vaut 1 sinon et Es est défini dans (2.3.54).
Preuve On procéde de la méme facon que dans la preuve du théoréme (2.3.4). On a
ub —uk) g rdrdz
[[u = u§]| 2y = sup o ) :
i 9eL2(Q) llgllL2q)

Pour toute fonction g dans L3(€2), on note x¥ Punique solution dans V7, (€,) du probleme

—Ax§ =g, dansQ,
xE=0 suroQ,.

Soit x* tel que X\kg[ =xk,onax* e Vi (Q) et

: : : : ox*
/ﬂ(ukfu{;”)grdrdz:ak(xk,ul‘7u§)7 Z/ (i)[ukfu’g]d‘r.

M
YmES
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

1) On utilise 1) de la preuve de la proposition 2.3.4 et (2.4.5), pour déduire que

on* - - : :
10 [ 5 [ - ud] () el < N7 0w M) gz [l = ol -

Ym€ES

Si la décomposition est conforme on a

ax* . - . .
| Z /7 din [u" - u{;‘] (1) dr| < Ny B Hg”Lf(Q) Huk - u'gHX*, . (2.4.37)
ymes "

2) Pour majorer le terme a (x*, u* —u¥), on choisit x%_, tel que pour chaque ¢,1 < ¢ < L,
ona

k _ o le
X5-1)Q, = HNZ—IXK

et ﬁ;,[lj Popérateur de projection orthogonale de V7, (Q) dans P, _, (Q,) décrit dans
la preuve du théoréme (2.3.4). On remarque que x%_, € H{, (), ceci implique que

ok Oy, — k)| = | /Q P — (Tsf* x5 )il (2.4.38)

eNg kaHHj’](Q) (Ix* - X’g—lHX} + HXIC”;Q)'

IA

Puisqu’'on a
L

[ = x51llys < ey N ”X’ZCHH;Z(QU :

[8, Proposition V.3.2 et V.3.6], on déduit que

ar(x* —xh_1,uF —uf) < eNgt H.‘IHLg(n) Huk — uﬁH&1 . (2.4.39)
Pour majorer le terme ||u* — u’gHX, , on utilise 'estimation (2.4.35). En combinant (2.4.37),
(2.4.38) et (2.4.39), on déduit (2.4.36). m
2.5 Retour au probléme tridimensionnel

Pour le retour au probleme tridimentionnel, On définit pour K un entier fixé iy et
g5 par:

1
g (z,y,2) = — Z uk (1, 2) e, (2.5.1)
V2T i<k
et 1
U s(@,y, 2) = — Z ulf (r,z) e, (2.5.2)
V2T <K

ol u (r, z) est solution du probléme (2.3.11) pour des données f et ¢°,
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

etuf (r,z), (k # 0) est solution du probléme (2.4.6) pour des données f* et g*.
Et on définit @} 5 par
. 1 k iko
g 5(7,y,2) = —= Z uge s (r,2) ™, (2.5.3)
VAT <k
ol uf 5 (r, z) est solution du probléme (2.3.11) pour des données f}; et g,
etuf, 5 (r,z), (k # 0) est solution du probléme (2.4.6) pour des données f: et gj.
L’erreur de troncature entre % et ik est estimée comme suit voir [8, (VIIL.1.3)et(I1.1.8)] :

i — ikl ,, , < eK*' 0 | (2.5.4)

HS ()
Et d’apres les définitions de ux et ik s, on remarque que ik s n'appartient pas 'espace
H'(Q),etona:

L
; ik =t sl iy, < € Z f|u* — UEHH(’M(Q) : (2.5.5)

IkI<K

On va donner, dans le théoréme suivant, une estimation d’erreur globale entre la
solution exacte 4 et la solution tronquée a l'ordre K discrétisée par la méthode spectrale.

Théoréme 2.5.1 On suppose que f € H*~*((2) avec s > 5. Soit u la solution du probléme
(1.6.9) tix s et Uy 5 les sommes finies induites dans (2.5.2) et (2.5.3). On a

L
il < e+ 20 HsupN B+ KA @56
=1
et
L
Sl = e il oy < €0+ A)F{sup(NF 5, ) + K10} HfHHH(m . @57
=1
ou

Ns =min{N;,1 <{ <L} et Es =max{FE;,1<(<L}
et E, est défini dans (2.3.55).

Preuve 1) Preuve de (2.5.6)
En utilisant (2.5.4) et (2.5.5), on a

L L
Z”ﬂ*ﬁk’.é ‘m((z[) < Z(Hﬁ*ﬁKHHl(m) +lltix =tk ‘Hl(fl[))
= =
L
sl k_ ok
< B0 ,,wm+z Z [[u 7“'5HH(1M(Q[)}
=1k[<K
L
Lr—s || 7 k_ ok
< Ak, Lt 2 O N = bl )
[K<K (=1
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

D’apres les théorémes 2.3.3 et 2.4.2 on a

llu— sl < COU+ M) NI, Es} £l ys-1qy ik =0 2.5.8)
et .
k k 3 o 1-s k .
[[e* —uf|lyy < CO+As)2 sup{N; ", Es} ||f H%lm) sik#0 (2.5.9)
on utilise le fait que
ok ~ | #
]CEZZHJ HH({)]m) - HfHu«f'(fz) (2.5.10)
et que H.HH;(Q) = H.HH(O)(Q) pour déduire (2.5.6) a partir de (2.5.8-2.5.9).

2) Preuve de (2.5.7)
Utilisant l’inégalité triangulaire, on a

L
(€)= Z(”u — g, éHHl(Q,) + HuKé — Uy 6“H1(Ql))
=1

L
Le terme ) ||t — ﬁKﬂHHl(fu) est majoré par (2.5.6). On remarque que pour majorer le
=1

L L
terme Hﬂ K — U H _, il suffit de majorer Huk —uk H . D’apres I'ellip-
P e ] 2l s 1}y ()

ticité et la continuité de a;(.,.) et ax 5(.,.) on a pour tout k € Z

CZH% = Mllz2n (2.5.11)

L
3 ot il

IA

CZ{ka *IskaLf(szl)

=1
& = Ts 2
+ 5= f}%”L?(m)}
Comme on a pour tout k € Z voir (2.3.46)

5 =T ez < NI s o)
on en déduit, moyennant (2.5.10) que
L
SN = Ts Mz < NG 1 Fllieor (2.5.12)

(=1k€Z

Pour le deuxiéme terme de droite de I'inégalité (2.5.11) on a :

e = Zs k)

1— k
oy < oV stKHH&GI(Q;)

< cNglfs(ka - fIk(HHE‘kjl(m)
+kaHH(sk’)‘(Sl())'
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

On somme sur / et k et on utilise (2.5.4), (1.6.5) et (2.5.4) pour déduire que :

L
Zzllfk*f};”l-l;’:)’(gf) < UH.f*fKHHs—J(Q)

(=1k€EZ
< Allflleaqey
et que par conséquent
L
SN = Tofill Lz < N3 e oy (2.5.13)
(=1k€eZ

Enfin pour le troisieme terme de droite de I'inégalité (2.5.11) on a

L
SN = fellay < dllf = Fxllie

(=1keZ
< CKlistHHs—l({zy
On a alors
L
ZZka - fIk(HH(S;)‘(QE) < CKlist”Hkl(fz)' (2.5.14)
(=1keZ

Combinant (2.5.11)-(2.5.14), on obtient :

L L
Z HﬁKﬁ - a?(,éHHl(fll) < ‘ZZ H“lg - U’;(,EHH(lk)(szl) (2.5.15)
=1 keZi=1

e e | [y

IN

qui est 'estimation requise. m

Théoréme 2.5.2 On suppose que f € H*~1({2) avec s > 5. Soit % la solution du probléme
(1.6.9) ug s et '11*;\,75 les sommes finies induites (2.5.2) et (2.5.3). On a

l[ii = tixcoll oy < e(1+As)E{sup(N;~*, Ny Hlog(Ns)?Es)  (2.5.16)

K
* Hf H==1(()
et
o U L —s —
Hu—umnwm < (1 + Xs)2{sup(N; ~*, Ny ' log(Ns)2Ejs) (2.5.17)
o]
+ Hf Fe-1)
ol

Ns =min{N;,1 <{( <L} et Es=max{FE;, 1 <(<L}.

o est nul si la décomposition est conforme et vaut 1 sinon et Ej est défini dans (2.3.54).
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

Preuve 1) Preuve de (2.5.16)
En utilisant (2.5.4) et (2.5.5), on a

i =t sllpae < M=tk + ik = sl 2 (2.5.18)

L

< AT il gy + - D o~ uf]l a0,
=1k<K

L
Cies|F k_ ok

< om0 X Ol e,

[kI<K (=1
Src—1-s|| ¥ ko k

< oK fHqu(Q)Jr Z Hu ué”L%(n)}

|[kI<K

< C{K—l—s + sup(Nél*b’ﬁNgl(logN{;)Eg)} vaHH**‘(Q)

2) Preuve de (2.5.17) :
Grage a (2.5.15), on conclut que

|6 — 11’;(:5\&2@) < (K NG e sy (2.5.19)

En combinant 1) et (2.5.19), on déduit (2.5.17). m

2.5.1 Algorithme de Strang et Fix : cas axisymétrique

On note S, la premiére fonction singuliére qui apparait dans la solution du probleme
(2.3.3).
On considere ensuite 'espace

X5 = X{+RS,.

Remarque 2.5.1 On va dans ce qui suit étudier le cas d’'une singularité due a un coin
convexe et celui de la singularité due d un coin non convexe. On note

us + ASt,
= v5+ pSi.

o
S
|

Vs

On munit Uespace X; des normes ||.|, et |.|., définies par

L
o 2 2 1
llvsll, = Z;(HWHHll(m) + |/\‘2 HSHQ/HHII(QL,)>2
et (2.5.20)

. L. 2 1
osll,, = (ZZ:I Hv5|mHU]1<m))2~
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On définit la forme bilinéaire discréte sur Xs(S2) comme suit :
L
as (us,05) = as (us,vs) + Z()\/ VS, Vuerdrdz (2.5.21)
Q
+u | VuVSirdrdz + /\u/ (VS))? rdrdz).
Qp Qe

Tenant compte des singularités, le probleme (2.3.11) devient :

Trouver @5 € X5(2) vérifiant
Vs € Xs(Q) (2.5.22)
as (s, vs) = (Zsf,06)5 -

Remarque 2.5.2 On remarque que

[-lloy < ell-ll, (2.5.23)
avec une c constante indépendante de N et que (X, I.Il,) est un espace de Hilbert.
Proposition 2.5.1 Il existe une constante « positive et indépendante de § qui vérifie :

|és (s, 55)| < V (i1, 95) € X5(9) x X5(Q). (2.5.24)

Preuve On a pour (iis,s) € X5(€2) x X5(9)

Lo Nes1 Ng

as (s, Vs) Z Z Z(V7’5\sz”5\ﬂz) (C7 s {‘7) wy p7

=1 i=1 j=0
LN
e .
+ 3 3« (Vugia, Vsia, ) (67", € plpt

= Iu+lz,J 0

+Z V51Vu1grd7‘dz+,u/ Vu,VSirdrdz
=1 Qe
+)\/L/ (VS))? rdrdz).
Q

Les deux premiers termes correspondent a as (us, vs), et on a d’apres (2.3.13)

L
las (us, vs)l < 4Y (10ruell 2o 19rvell 2 (2.5.25)
(=1

+10:uell L2 0, 19:vell L2(q,)

L
< 42\“”1{;(9[)|W|H}(m)~
(=1
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

Le terme restant peut étre majoré par :

L
A VS Vuerdrdz + YVu,VSirdrdz
L;( Jo, VSV i Ja, VueVS: (2.5.26)

+Ap fm (vSy)? rdrdz)’
L

< UM o vl o) + 11181 0 el o)
=1

Al pl1S1 |2H11(n,)}<

En combinant les deux termes 2.5.25 et 2.5.26 on obtient :
L
jas (s, 05)| < Y (lueliy @y + NI m3c)
=1

(‘WIII}(QU + ul[S1] 11,‘(9,)) .

On utilise maintenant Pinégalité (a + b) < c(a2 + b2)? pour conclure que

L
o o o 2
las (s 60)l < O3 (Il + P18 Py o))
=1

1
(leel3iy iy + 112181 Py )
et donc (2.5.24) est vérifiée. m
Proposition 2.5.2 Il existe une constante « positive telle que :
Vs € X5(Q) s (s, 4s) > o ||is]|, - (2.5.27)
Pour la preuve de cette proposition, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.5.1 Soit S appartenant @ L?(Q)\Py (). Il existe py < 1 qui ne dépend que de
N et S, tel que :

Yuy € Pn(£2), / Sunrdrdz < pn SHL%(Q) H“NHL%(Q)' (2.5.28)
Q
Preuve 1) Si l'un des termes HSHL%(Q) ou HU’NHL?(Q) est nul, alors uy ou S est nul
presque partout et 'inégalité (2.5.28) est vérifiée.
2) On suppose S non nul et on note II.S la projection orthogonale de S sur Py (£2).
Ona

/(S —IInS)unyrdrdz =0
Jo

et
2 2 2
18 = TN Slzzq) + TN SIL2@) = 1511z () -
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

On en déduit que :

!.fsz SuNrdrdz| |.[;l(HNS)uNTdrdz|
ISls Nunllzz@ — ISllzz Tunllzz )
1IN Sl 2 ()
= ISl

s - Iy S| 720

2
1510
= py <1l

en effet le terme S — IS n’est jamais nul. m

Remarque 2.5.3 On remarque que py — 1 si N — +oo. De point de vue numérique on

peut supposer que N est fini.
Preuve de la proposition 2.5.2. On a

L .
as (g, tis) = a5 (us,vs) + Y (2A [ VS1Vuprdrdz
(=1 Sk

+22 / (VSy)? rdrdz).
Q

On utilise (2.2.5) pour déduire que :

L
as (s, s) > Y / (Vue)® rdrdz
=17
L

_ZZAPM HVSIHLf(m) HVWHLmzl)
=1

+A? / (VSy)? rdrdz)
Jo,

L
> -3 [ (Vw42 (V50 rard,
=17%
(p = sup{pn,,1 <L<LY).
D’oul (2.5.27) est prouvé. m
Remarque 2.5.4 On peut prouver plus facilement que

as (s, 45) > o ||iig]|%, Viis € Xs.

81

J. Satouri



2.5. Retour au probléme tridimensionnel

En effet on a
Q

L
5 (us, us +Z VS Vugrdrdz
=1

+A? (VSI)Q'r'drdz)

(‘Z/ (Vi) 7d7‘dz*cZ\uAH1(m)
Q

Utilisant la continuité et la coercivité de ds sur X on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.3 Pour toute fonction f appartenant & L7 (), le probléme (2.5.22) admet
une solution unique us dans X, vérifiant :

<C Hf“/@(n)

2.5.2 Estimation d’erreurs

On va maintenant, étudier I'erreur entre la solution continue du probleme (2.3.3) et
la solution discréte qui tient compte des singularités.

Proposition 2.5.3 Soit u la solution du probléme continue (2.3.3) et us la solution du
probléme discret (2.5.22). Ona :

fu-isl, < Cint {fu= s, (2.5.29)
sE€X
+ a(”éy wé) — a5 (05, wa)}
sEXs
+ s Jo f?f:(;rdrdz — (Zs f,s) g

Ws€Xs st\lo

Z f (8‘1“ ) [ws)dT

).

+ bup
wsEXs (sl

Preuve La preuve est exactement identique a la preuve de la proposition 2.3.4. =

Proposition 2.5.4 Soit o, > 1, on suppose que fio, € H{* (%) et que ujq, € H M (Qy),
avec sp > 3 (s¢ > 3si1 <0< Ly), alorsona:
D

W

sup

L
v < CLONT Nl e ) (2.5.30)
ws€Xs

lo P

82
J. Satouri



2.5. Retour au probléme tridimensionnel

2)
[, Fisdudy — (Zs f,105) Lo,
sup 12 i 2 <O N flluecan (2.5.31)
wsEX5 ”ngo =1
3)
S [ () bislar
YmES —S
sup 22— < (YN QoE N ) (2532
wsEXs uéHO

=1
ot py est donné dans la proposition 2.3.6.
Preuve 1) On remarque que d’apres la définition a5 (.,.) on a
a (05, ws) — ag (Vs,ws) = a(vs, ws) — as (vs, ws)

en plus Wﬁ_‘lo est majoré par m, on en déduit alors 1’inégalité (2.5.30).

2) La preuve de (2.5.31) est identique a la preuve du 2) de la proposition (2.4.3).
3) Pour prouver (2.5.32), on remarque qu’au voisinage de e, le terme (7}’)5‘ Q. — Ws|o i)

est égal a (“’o‘un — wgml) puisque S; est continue et qu’a I'extérieur de ce voisinage, on
a I’égalité encore car S; est nul. m

Théoréme 2.5.4 Soit s > 5. On suppose que f € H{7 (). I existe une constante positive c
telle que, pour toute fonction u dans Hi () solution du probléme (2.3.3), et tout s solution
du probléme discret (2.5.22) on a :

Il =i, < C(1+25)2 sup{N5 =, Es} £l 21 o

ot
Ns=min{Ny, 1 << L} et By :max{Eg,l <r< L}
et B
0 si ) ne contient pas des e;,
By = N;3(log N.,)%  si ) contient e; avec w; = T, (2.5.33)
=8 1 .5 . 5
NeZ (log Ne,)=  si Q contient e; avec w; = 2.

N., est défini dans la proposition 2.3.7.
Preuve Il reste uniquement a estimer 'erreur d’approximation dans la proposition
2.5.3.
On au = Upeg + AS1 + pS2 et vs = z5 + AS1 + pws. On en déduit que
inf |lu— vs < inf ||Upeg — 25
il < it e —

+ inf |A|[|S2 — ws|| + ...
wsEXE .
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D’apres la proposition 2.3.5, on a

L
1 s
z&lg)f(g [tireg — zg”o <)} ;Nﬂ st HUMQEHHI[FI(Q[) . (2.5.34)
Pour le deuxiéme terme, on utilise la définition de S = x,(r})r}(logr.)%p(6.) et
l'inégalité (2.3.48) avec \ = f}—’]’, et ¢ = 2. Pour le cas w; = %,q = 0, on obtient

inf [|Sy — ws]| < Ny S(log Np)3. (2.5.35)
wsEXS ° ¢
Pour le cas w; = ¥, q = 0, on obtient

_8
inf [|Sy — ws| < N, ®(log Np)2. (2.5.36)
wsEXY ° -

On a aussi d’apres (1.6.22) sup(|A|, |u]) < ¢ HfHH;—l((D pour s > 2.
Enfin le résultat est déduit en combinant les propositions 2.5.3 et les inégalités (2.5.34),
(2.5.35) et (2.5.36). m

2.5.3 Algorithme de Strang et Fix : cas général

Comme pour le cas axisymétrique, on considére espace X5 = X, 5 + RSy, on écrit
alors pour uf et vf € Xs :
¥ = uf + S
) vs + pS1.

f)g

Remarque 2.5.5 La premiére singularité est indépendante de k, et la singularité S; est la
méme que celle du cas axisymétrique.

On définit la forme bilinéaire discréte sur X5 comme suit :
ans (U5, 05) = ans (uf,vs) (2.5.37)

L
+Y (N[ VSVurdrdz+p | VupVSirdrdz
= Y JQ,

+)\,u/ (VSf)rdrder)\kz/ (Syve)r~tdrdz
Q Qe
+/1,k72/ (5171,];)7"1drd2+)\/1,k:2/ (S2)yr~tdrdz).
Q Q
Le probleme devient :

{ Trouver 45 € X vérifiant : (2.5.38)

Y5 € Xd’, &k,é ('&g’ié) = (fk,’lc)a’)(;
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

On définit les normes
g 12 NI 1
H”zSHok = [;(HUO\QIHHSM(Q,) + ‘ | H I‘QiHH(lkj(Q[))
et (2.5.39)

. Lo, 2 1
95l orr = (521 |‘“5\QfHH(lk>(m)>2

Remarque 2.5.6 On remarque que

s < el (2.5.40)
ou la constante c est indépendante de k.
Proposition 2.5.5 Il existe une constante ~y positive et indépendante de § telle que :

vil e X5, Vis € X5 (2.5.41)
ak,s (0§, 05) < v[|ag]., 19s]op (2.5.42)

Preuve On remarque que

IN

X[ VS Vuerdrdz + )\kz/ (Syve)r~tdrdz

o o, AL (1] g1 @) 10el 111 )

2 15112 o, loell 22 ()
AL (1St g1 @) + R 1512 ()

(lvel ) + K llvell 2 ()

IN

On utilise Pinégalité (a + b) < v/2(a2 + b%)2 pour conclure que
)\/Q VS Vogrdrdz —0—/\1~",2/Q (Syve)r~tdrdz < || ||S1]| Hsk)(m)\\va(‘H(Qi).
e e
On a en plus
Ap /QE(VSf)rdrdz+ k> /“e(Sf)rfldrdz) < |Aul HSlHQH(‘k)(m)'
Orona

L
aks (uf,v5) < CZ(l“f\H}(m)+kH“)f||L5](m))
=

(locl a0y + kllvell 2 (0,))

IA

L
C;Zl:"u/’ﬂ‘H(‘k)(ﬂg)H'UZHH(lk)(Sl[) .
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

On en déduit alors que :

s (5, 05) < CZ(H“;HH(H@) + IS 12 )

(k)

(o) + el 1[S1] al,

CZ ek s, () + IS g
=

(HWHHl

(k) (QP)>

IN

(k) D) @)

L

>

=1

@) + el [IS1]] a2

[vell 2 1 (@0)-

(k)

Enfin on obtient

L

ans (i, 05) < COLY (Il (o + WIS 00) )
=1

1

(el g+ 1P1SUR, 00) )
et (2.5.41) est vérifiée. m
Proposition 2.5.6 Il existe une constante (3 positive telle que :
Vis € X5(),  ans (s, s) > B ||is))?, - (2.5.43)
Preuve On a
drs (uf + AS1,uf +AS1) = a5 (uf + AS1,uf +AS1)

koo k
21 M5 Usy
+k [( r T )O
L
+2>\Z/ (Syukyr=tdrdz
=
L
Y / (S2)r~'drdz).
=17

On utilise le lemme 2.5.1 pour déduire que

L
a5 (uf + ASLuf +081) > (1-p)Y |1vu}f\|;(m) + 22981 [220,)]
=1

et on applique ce méme lemme 2.5.1 pour 'espace L? ; et le produit scalaire (S, uy)_; =
Jo(S un)r~tdrdz pour déduire que

I [(“5 “’3 +2,\Z (Sybyr 1drdz+AZZ/ rLdrdz]

JQ Qe
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

est minorée par
L

o (e

p 2 .
L2, (90) + A2 HSlHLE](Qi)] (puisque |k| > 1)
=1

2 2 4 . s .
Comme ||.||771(q,) €t |-[571(q,) sont équivalentes on conclut en écrivant :

L
s (Uf + AS1,uf + a)Sy) > czmu;su’j% @

+3° \|51H11(1k)(m)]~

ol la constante ¢ ne dépend pas de k. m
La continuité et coercivité de aj s sur X5 x X; vont nous permettre d’obtenir le
théoréme suivant.

Théoréme 2.5.5 Pour toute fonction f* appartenant a L? (), le probléme (2.5.38) admet
une solution unique % dans X vérifiant :

@3]l < €117 |30y -

2.5.4 Estimation d’erreurs

Proposition 2.5.7 Soit u* la solution du probléme continu (2.4.5) et % la solution du
probléme discret (2.5.38), on a alors :

o =l < CCint (= i+

sup ag,s (U5, 1550) — flk(i'er-,ﬂm)}
wseXs [ls]lo,
f* bsdady — (T f*, s
o s~ 15,
ws€Xs lls ]l

S (22) lislar

Ym €S )

+ sup =
ws€Xs l[ws 1o

Preuve C’est la méme démarche que dans la preuve de la proposition 2.4.3. m

Théoréme 2.5.6 Soit u* la solution du probléme continu (2.4.5) et @¥ la solution du
probleme discret (2.5.38). On suppose que f* ¢ H*~' () avec s > % alors on a

e — ]|, < OO+ 20)d sup (NI, B3} 7] g1
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

ot
Ns =min{N,,1 < (<L} et Es :max{E‘g,l SKSL}

et E[ est défini dans (2.5.33).

Preuve La démarche est similaire a celle de la proposition 2.5.4. Il suffit de remarquer
d’abord que le terme ay, s (05, ws) — ak(Vs,ws) = ak,s (vs, ws) — ax(vs,ws) qui est déja
majoré dans la preuve de la proposition (2.4.3). Ensuite on a :

inf |juf — 5| <e( inf Hufcgfz{;HXHﬁ inf [\ [|S2 — ws|| 1+ inf |p][|Ss — wsl| 1+
wseXs ek 25€X5 1 wseXs bowseXs B
oli on a posé u¥ = ufﬁg + AS1 + Sy et b5 = 25+ AS1 + pws. Le premier terme est inférieur

a
L

CXs® Y Ny

=1

k

Us| Q|| s :
192 H(,f;r QD)

Pour le deuxieme on utilise la remarque 2.5.5 et I'inégalité (2.4.7), on obtient alors le

résultat. m

2.5.5 Retour au probléme tridimentionnel : Algorithme de Strang et
Fix
On pose
ik6

. 1 s
u Ty Y, 2) = —F/— ugs(r,z)e
e = e 3 ik

oll
1) 4 (r, z) est solution du probléme (2.5.22) pour des données f0 et ¢°,
2) @k (r, z), (k # 0) est solution du probléme (2.5.38) pour des données f* et g*.
Et on pose

o 1 ok ik6

Uy 5(7,y,2) = —= Z g s (r,2) e

V2T i<k
avec
1) i 5 (r, z) est solution du probléme (2.5.22) pour des données f§ et g%
2) il 5 (r,2), (k # 0) est solution du probléme (2.5.38) pour des données f}. et
g.On définit i ; par

wy 5@y, 2) = \/% Z"{ll}(ﬁ (r,2) e, (2.5.44)
k<K
Théoréme 2.5.7 Soit fdans H5 1 (Q), 5> % et @ la solution du probléme (1.6.9) ona :
L 1 o v
; [ — sl g3,y < €1+ Ag) {sup(N;~°, Es) + K~°} “(f"Hx,l(Q) (2.5.45)
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

et

L
D= sl < €1+ As)E {sup(N 5, Eg) + K10 HfH (2.5.46)
=1

H==1(2)
ou . .
Ns =min{N;,1 < ¢ <L} et E5 = Inax{Eg,l </(< L}

et Eg est défini dans (2.5.33).

Preuve 1) On a

M=

i —tsll e,y < (0 —ixllga, + lix = dxsll g,

~
Il

1

IA

Kl ey + D [ 711’(;“2(1“(9)}
k<K

Grace a l'inégalité (2.5.5) on obtient

L
Z [l — ﬁK,(SHHl(m) <cfK™
=1

%I . o 2
sy 2 I = o)
|k|<K

a) Pour k # 0 et d’apres le théoréme 2.5.6, on a

[|uf —

i S OO+ A)E SN, B ¥ s -

On a en plus d’apres (2.5.40)

Dl — sl < DIt -5l

k#0 k#0

C(1+X5) 2 sup{N;}~*, E5}y kaHka?‘m)
k20

IN

ou i -

L 2
_ ok _ ok | )¥
= u, u 2,
okl ([;H SR PPN

b) Pour k = 0 et d’apres le théoréme 2.5.6, on a
Ju® = 5], < €+ 25) 5w Bl o

On a en plus d’apres (2.5.23)

IN

6 = ieslley < [l =l

IN

C(1+ )\5)% sup{Nél_S7 E[;} HfOHH]rl(ﬂ)
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2.5. Retour au probléme tridimensionnel

oll Hug —a% 5” = (Z H a9 — 4% | ‘o ))%. En combinant a) etb) et en utilisant 'équvalence
H}(Q
des normes
1
Z(Z - ”H(”(n[) )2 2=l g
kez (=1
et le fait que H'HH(10)<QU = ”'HH%(W) on obtient (2.5.45)
2)Ona
L L
D i —gesl s,y < D0 @+ ks = ixsllpe,) (2547
=1 =1
L
Pour le second terme )~ Hu}; 5 — uRoH b0 on procéde comme suit.
- ’ HY(S

a) Pour k # 0, on utilise I'ellipticité et la continuité de ay s (.,.) pour la norme |.| .
Et on obtient

[k — il s, < CZIIIa(f‘“ Flzan

On a en plus d’apres (2.5.40)

[lif = i 51,y < CZHIB = Fillez o

ol

|“6 — il 5Hok1 (; H“a — il 5HH1k (m))i’

ceci entraine que
>k — il < CZZHIo(fk FElle2 e (2.5.48)
k0 kA0(=1

b) Pour k = 0 on utilise 'ellipticité et la continuité de as (.,.) pour la norme ||.||,. On

obtient :
—iges, < CZZ”IJ — Iz 0

k40 k£0=1
On a en plus d’apres (2.5.23)

ST|laS — i o, < CZZHIs(fO Fllzzon

k0 kA0=1
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2.6. Mise en ceuvre de ’Algorithme de résolution

)%. En combinant a) et b) et en utilisant

L 2
ok _ ok
W — @ = uy -
6 KBH (Z H () K,5
=1 ClHE Q)

I’équivalence des normes

Z Z [ HH(”(m) )? =~ H-HHI(Q)

keZ (=1

et le fait que ||. HH] @) = = -l 11 (q,) on obtient :

@) < ZZHIa(fk FillLz@o-

k#06=1

L
> lides
=1

Enfin on utilise la méme démarche que dans 2) de la preuve du théoréme 2.5.1, on
obtient :

Znum i bl g,y < A Nl - (2.5.49)

Finalement en combmant (2.5.45), (2.5.47) et (2.5.49) on obtient (2.5.46). m

2.6 Mise en ceuvre de I’Algorithme de résolution

2.6.1 Description du systéme lineaire
Cas de Q = [a,b] x [c,d]

On rappelle les nceuds Gauss-Lobatto mensionnés dans le début de ce chapitre. rgz) =

H'T&oﬂlgigNJrletEj,OgjgN.

On va décrire la matrice du systeme linéaire dans le cas d’'un cylindre c’est a dire ou
Q est un rectangle [a, b] x [c, d]. Le maillage est fait sur un carré de référence . On note
¥ I'ensemble des nceuds du maillage sur X. I 'ensemble des indices des nceuds (rfz),fj)
de X tels que (riz),fj) € XN (QUTy). I* I'ensemble des indices des nceuds de ¥ tels
que (rfz),fj) € X NN et B lensemble des indices des nceuds (7-1(2)75]») de ¥ tels que
r® ¢)yesnT.

Pour k = 0, le vecteur inconnu est U = (ug“), (i,7) € I et pour k # 0, le vecteur
inconnu est UF = (uf;), (i,j) € I* puisque u* est nul sur T';.

Pour retrouver le maillage ((, ¢}), ainsi que les poids d'intégration p’; et w; sur chaque
Q = [a,b] X [¢, d], a partir des noeuds et poids donnés sur le carré de référence ¥, on utilise
les formules de changement de variables classiques :

b—a b+a d—c d+c
/ X 1 ’ )
G = D) G+ D) etg; 3 &+ 5

et

d—c
=t et = (5
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2.6. Mise en ceuvre de ’Algorithme de résolution

On introduit ensuite les polyndmes de Lagrange, associés respectivement aux noeuds
(Gi)i=1,....N+1 €t (&) =1,..,~ définis par

12 (G) = G et (&) = G,

ol ¢ désigne le symbole de Kronecker. Les polyndémes {lfz> @1, 1<i<N+1let0<
j < N} forment une base de Py (X). Donc, tout polynéme uy € Py () peut s'écrire dans
cette base sous la forme

N+1 N

un(6:2) = 30 D uigl P (Ol (), 0l iy = i (G &),

i=1j=0

Les problemes (2.3.11) et (2.4.6) s’écrivent alors sous la forme d’'une famille de
systemes linéaires :

AoUo = Fy et AUy, = F, pour k # 0, k| <K,
ol linconnu Uy = (uf;)(i,jes st le vecteur associé a la vitesse pour k = 0, et U* =

(k)i grer est celui pour k # 0 .
Les matrices Ay et Ay sont données par :

Ao = (an(P1,1P1)), (i, 5) € et (p,q) € I,

et
A = (x5 00). 1.) € I' et (p.g) € I°.
ol
d—c 2 d-a
”’k:NUEZ)lﬂvlf”q) = T‘Sqq’/’qﬂmv’ + E( 2 )28ppwettqy
d—c¢ bqq Opp
2 g’ -Opp
T g

(Voir Annexe 1), pour les détails.
Les vecteurs Fy' = (Fy, ), (p,q) € I" (resp (p.q) € I si k = 0), sont donnés par

Fipa= (5225 ey goppa — 5 gl sann (121, 1571),

(i.j)eB
avec . )
P Gol) = Flpy = 5325 S0 f(Goe &g)e ™02,
[459:9
et
I (G a) = 05 g = %M‘;Kg(cp,ee,sq)ww ol = 2.
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2.6. Mise en ceuvre de ’Algorithme de résolution

L
Cas d’un domaine décomposé () = z‘UlQﬂ‘

Le systéme globale est de la forme
AUy, = F, (2.6.1)

ol U* est constitué par les valeurs de u* sur la grille des nceuds, privées de ceux exis-
tant sur la surface I'. En pratique, on numérote les degrés de liberté de facon a disposer,
dans lordre, les nceuds internes (1 < ¢ < L, (N, — 1)? points sur chaque ), et puis les
neeuds frontieres (moins de 4(N; + N3 + - -+ + Np) points). On a

Ai 0 - 0 By
0 Apa - 0 B2
T (2.6.2)
0 0 Ak,L Bk,L
Cka Cr2 -+ Crr Dy

Ou Ay, représente la matrice qui agit sur les nceuds internes pour chaque €.
By, ¢ et Cy ¢ et Dy, représentent les matrices qui agissent sur la squelette S.

2.6.2 La matrice des joints

On note () la matrice qui traduit la condition de transmission aux interfaces des sous-
domaines. Elle permet de purger le vecteur des inconnues des faux degrés de liberté (les
nceuds esclaves). Le calcul de cette matrice est purement local pour chaque paire de cotés.
Le calcul des valeurs de vs aux nceuds spectraux d’une aréte ', 1 < k < K, 1 < ¢ < 4,
ne dépend que de la connaissance de ¢/ (voir annexe 2). Pour pouvoir exprimer le
systéme approché total sous forme matricielle (bien qu’elle ne soit jamais explicitement
construite), on introduit une matrice de couplage global. Celle ci appliquée au vecteur
des degrés d

e liberté nous donne le vecteur des inconnues admissibles.

Notons que le systéme linéaire (2.6.1) est & matrice A* symétrique définie positive. On
le résout par un algorithme de gradient conjugué. Mais on ne résout pas le systeme (2.6.1)
parce qu’il comporte de faux degrés de liberté qui sont les valeurs de la solution aux
neeuds dits esclaves. Ces noeuds sont éliminés par I'action de la matrice Q7. Le systéme
global qu’on résout est alors :

(QTAQ)i* = QT Fy. (2.6.3)

2.6.3 Mise en ceuvre de I’Algorithme de Strang et Fix

Le probleme a; (ts, 5) = (Zs f,0s) s s'écrit sous forme matricielle

AUs =F (2.6.4)
La matrice A a la forme suivante :
A K
A= ( M J )
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2.7. Résultats numériques

FIGURE 2.4 — Domaine 2%

ol la matrice A est décrite dans (2.6.2 pour k = 0),

La matrice K est formée d’éléments x¢ [, V51Vl§?)

lj dr, ol x, = 1 si la singularité
est contenu dans €, et 0 sinon. La matrice M est formé d’éléments y, fm VS VIEQ)IJ- dr

et enfin la matrice J est 'élément JQ; (V51)2 dr, voir [31, Chapitre III].

2.7 Résultats numériques

Dans cette section, on va présenter des testes numériques qui confirmeraient nos
prédictions théoriques dans les cas axisymétrique et général. Ces tests seront faits sur
trois types de domaines convexes ou non Q%, Q°, Q¢. chacun des domaines est décomposé
en sous domaines convexes ce qui nous permettra de mettre en évidence la convergence
de la méthode des joints.

2.7.1 Cas axisymétrique
Domaine convexe Q° :
On considere le carré de la figure (2.4), décomposé en trois sous domaines Qf, QF,

Q4
2.
Pour une premiére série de tests, on suppose que :

f=0 dansQ®
S sia=21
9= r sir=1.

On présente dans la figure 2.5 d’une part le tracé de u dans les parties Qf avec N = 24, resp Q5
avec N = 28 et Q3 avec N = 24 ensemble. Et d’autre part le tracé de la solution u obtenue
de maniere globale sans décomposition de domaines.
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2.7. Résultats numériques

hi=30

FIGURE 2.5 - Tracé de la fonction u avec et sans décomposition de domaine.

La figure 2.6 représente les isovaleurs de la solution u avec N = 24 dans les trois sous
domaines.

La figure 2.7 représente un agrandissement de la partie encerclée de la figure 2.5.

Commentaire : pour ce premier cas on remarque que pour N assez grand les trois
parties dans la figure 2.7 collent parfaitement et que les lignes des isovaleurs dans la
figure 2.6 sont continues a travers les interfaces.

Domaine non convexe (O :

On considére maintenant le domaine de la figure 2.8 décomposé en 5 sous domaines :
Dans un premier test, on considere les fonctions f et g données par :

f=r12(z2+ £r2—1) dans Q°

_J0 siz==+1
9= 279/2(1 - 2%) sinon

On présente dans la figure 2.9 le tracé de u dans les parties 2} avec N = 24, Q5 avec N =
28, 0% avec N = 24, Q4 avec N = 24, et O} avec N = 24 ensemble.

Ensuite on représente dans la figure 2.10, les isovaleurs de u avec N = 24.

Enfin I'agrandissement de la partie encerclée de la figure 2.9 est présenté sur la figure
2.11.

On fait un second test, avec :

f =r'/2z dans Qb
g = 0 sur le bord 90°

On présente dans la figure 2.12 le tracé de u dans les parties Q4 avec N = 28, O}
avec N = 30, Q} avec N = 30, Q4 avec N = 30, et Q2 avec N = 24 ensemble.
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FIGURE 2.6 — Domaine Q° : isovaleurs de u pour N = 24.

FIGURE 2.7 — Domaine Q° : agrandissement de la partie de raccord
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2.7. Résultats numériques

FIGURE 2.8 — Domaine Q"

axer

FIGURE 2.9 — Domaine 2’ : tracé de la fonction u
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2.7. Résultats numériques

012

008

006

axer-

004

002

FIGURE 2.10 - Isovaleurs de la courbe u

FIGURE 2.11 — Domaine Q° : agrandissement de la partie de raccord
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FIGURE 2.12 — Domaine Q° : tracé de la fonction u

Ensuite on représente dans la figure 2.13, les isovaleurs de u avec N = 28 sur les 5
sous domaines, et 'agrandissement de la partie encerclée de la figure 2.12 sur la figure
2.14.

Commentaire des deux cas : on remarque que tant qu’on choisit les N; dans chaque
domaine de telle sorte, que )\; défini dans (2.3.25) ne soit pas grand alors les tracés
dans les différentes parties du domaine collent parfaitement et les figures 2.12 et 2.13
montrent la continuité dans la répartition des couleurs a travers les interfaces.

Domaine non convexe ¢

On considére le domaine non convexe de la figure 2.15 décomposé en cing sous do-
maines Qf— Q. On considere les fonctions f et g suivantes :

f=r3(r —0.245)z dans Q°
_ [ 0045z sir=1.
9= 0 sinon

On représente dans la figure 2.16 le tracé de u dans les parties Qf— Qf avec N = 24 sur
QF, Q5 et Q¢ et N = 20 sur Q3, Q.

Dans la figure 2.17 on illustre les isovaleurs de u, avec N = 24 sur Qf,Qf et Qf et
N = 20 sur Q3, Q4.

Commentaire : on remarque qu'on a choisi la fonction de bord ¢ discontinue, et on
obtient un bon résultat.

Mesures de I’erreur

1) Soit la fonction singuliere u = 7%/3(z — 1). Dans le tableau suivant, on me-
sure les erreurs [[u — usllp2q) » [|v— tsll g1 g,y sur le domaine de référence Q sans
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0ms

0m

0.005

axer-

-0.005

001

0.5

axe-z-

FIGURE 2.13 — Isovaleurs de u avec (N = 28).

FIGURE 2.14 — Domaine Q° : agrandissement de la partie de raccord
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FIGURE 2.15 — Domaine Q¢
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FIGURE 2.16 — Tracé de la fonction u
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2.7. Résultats numériques

décomposition.

Dans la figure 2.18, on donne les courbes (log]O(N), logg [|u — u(;HLz(Q)> et

axe-z-

FIGURE 2.17 - Isovaleurs de u

N | Norme L?(Q) | Norme H'(Uy)
8 [ 1.478 x10°° | 2.0354 x 10°°
16 | 2.077 x 10~ 4.0009 x 10~7
24 [ 1.568 x 1077 | 3.6931 x 10~

36 | 1.012 x 10~10 | 2.8021 x 10~°
48 [ 1.568 x 10~ | 4.5421 x 10~ 10

(logm(N),logw flu— “’5HH1(UQ/))‘
Commentaire : on remarque que dés que NV atteint 48 on a une erreur de u de I'ordre
10~'' en norme L? et de l'ordre de 4.1071°, en effet la méthode spectrale est connue par

sa précision.

008

003

002

o0t

0.0t

-0.02

-0.03

-0.0¢

Dans la figure 2.18, on remarque des droites, ceci est en accord avec les estimations

(2.3.53) et (2.3.58).

2) Deuxieéme test : u = r7/2z. On mesure dans le tableau suivant les erreurs ||u — ;|| L2(%)

et [lu — us]| g1 gy, sur le domaine de référence €.

N | Norme L*(2) | Norme H'(US)
8 12,7348 x 10°7 | 5,667 x 10~°

16 | 3,1957 x 10-9 | 8,9067 x 10~
24 [2,1294 x 10710 [ 7,2774 x 1077
36 | 1,3589 x 10~ 11 | 5,6555 x 10~ 10
48 [ 1,9073 x 10712 9,0036 x 10~

Ce tableau montre que le taux de convergence se comporte comme cN ~7, ce qui nous
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u=r"(z-1), domaine

log ferreur)

FIGURE 2.18 — Courbes d’erreur

donne un doublement de I'ordre de convergence. Ce résultat est conforme aux prédictions
théoriques (voir les estimations d’erreur : cas des fonctions singuliéres section 3.2.4). On

caleule les erreurs |[u — us|| 2y €t [l = us] i (gy G =1+ ,3), sur le domaine O :

sur Qf sur Qf

N L2(Q9) H'(QF) L7(Q5) H'(Q3)

8 | 9,0121 x 1078 | 1,0331 x 10~7 | 1,2588 x 10~7 | 2,2035 x 10~°

16 | 5,3549 x 10-19 | 2,0154 x 1077 | 1,1877 x 1077 | 3,3670 x 10~

24 | 7,0543 x 10712 | 4,2049 x 10~10 [ 7,7155 x 10~1T | 3,0130 x 1077

36 | 5,1530 x 10~ | 3,3548 x 10712 | 7,5280 x 10~ 12 | 4,3511 x 10~ 1"

48 | 2.0130 x 10~ | 4.2030 x 1013 | 1,0570 x 1013 | 6,8820 x 10~ 2

sur Qf

N £%(0) H(93)

8 2,0140 x 107 5,2191 x 10-°

16 2,3675 x 1077 2,0346 x 10~7

24 7,0327 x 10~ 3,1247 x 1077

36 4,1342 x 10712 4,3644 x 10710

48 2.8920 x 10~ 13 2.4516 x 10~ 11

Commentaire : on donne les estimations sur chaque sous domaine, les estimations
d’erreur dépendent aussi des dimensions de chaque domaine en plus de N.

2.7.2 Algorithme de Strang et Fix

On considére la fonction exacte u = r?!z et on utilise 'algorithme de Strang et
Fix sur le domaine Q. On remarque alors une nette amélioration des erreurs sur les

courbes (10g,0(N), g1 1 = texp | 2 ) € (10810 (V). 1015 [ = texpl 71 g ) comme
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le montre les figures 2.19 et 2.20.

Log,ferreur)

log.,(1

FIGURE 2.19 — Courbes d’erreur de u sans l'algorithme de Strang et Fix

u=r2z, sur 0 (avec Taigorihme de strang et Fix

log.. il

FIGURE 2.20 - Courbes d’erreur de u avec I'algorithme de Strang et Fix

Cette nette amélioration, coincide bien avec les résultats théoriques prouvés dans le
chapitre 11
2.7.3 Cas général
Cas du domaine = [0, 1] x [—-1,1]

Dans le domaine de référence (2, on considére le cas ou

f=r3zsin(4) dansQ
g=0 sur I'.
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On représente alors pour ( N = 30, K =4 ), le tracé de u° resp Re(u'?) et Re(u?) sur
les figures 2.21 resp 2.22 et 2.23.

ez

FIGURE 2.21 — Tracé de la fonction u°

Domaine Q*

On considere le domaine Q* de la figure 2.4. On prend

f=r"?zsin(z +y) dansQ®
g=0 sur I’

On présente dans la figure 2.24 le tracé de u° dans les parties Qf avec N = 24 et K =
6, Q3 avec N = 24 et K = 6, Qf avec N = 24 et K = 6 ensemble d’'une part et d’autre
part le tracé de u” sans décomposition de domaine.

On représente ensuite dans la figure 2.25 les isovaleurs de u” avec N = 24 et K = 6.

On présente dans la figure 2.26 le tracé de Re(u') dans les parties Q¢ avec N = 24 et
K =6,Q5avec N = 28 et K = 6, 2§ avec N = 28 et K = 6 ensemble d’une part et
d’autre part le tracé de Re(u') sans décomposition de domaine.

On représente ensuite les isovaleurs de Re(u!) sur la figure 2.27 avec N = 24 et
K =6.

Pour K = 6, on présente dans la figure 2.28 le tracé de u? dans les parties ¢ avec
N =24, Q4 avec N = 28, Qf avec N = 28 ensemble d’une part et d’autre part le tracé de
u? sans décomposition de domaine.

Remarque 2.7.1 La solution u*, k # 0 est complexe clest pourquoi on précise dans les
figures Re(u*) ou bien Im(u*).
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N=30;H=4 k=1

Ret)

-06 -04 02 a 0z 04 06 og
axe-I-

W

0a

axe-r-

axe-I-

FIGURE 2.23 — Tracé de la fonction Re(u?)
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FIGURE 2.24 — Tracé de la fonction u avec et sans décomposition de domaine.

X 10
4
es [t} g
08
A
07
2
08
3 05 0
&
04 B
03
4
02
6
01
-8

0
41 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1
axez-

FIGURE 2.25 — Isovaleurs de u°
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axer- ] et 0 4

FIGURE 2.26 — Tracé de la fonction Re(u')

x10
1 5
03
N
08
o7
2
08
§ 05 o
"
2
0z
0z
"
01
s

axez-

FIGURE 2.27 - Isovaleurs de Re(u')
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tot"Bsin(xey P g=0

A
ﬁ’/;’/ﬁ% 2
7

7

s
e
i

i)

%

u2)
uz)

0 axe-z-

FIGURE 2.28 — Tracé de la fonction >

Domaine Q° :

On considere les fonctions :

f=cos(x+y+2z) dansQ®
g=0 sur I'

Pour K = 4, on représente dans la figure 2.29 le tracé de u” dans les parties Q%
avec N = 20, Q5 avec N = 30, Q4 avec N = 30, Q4 avec N = 30 et Q2 avec N = 20.

On représente dans la figure 2.30, les isovaleurs de u® avec N = 24.

Pour K = 4, on représente dans la figure 2.31 le tracé de Re(u') dans les parties !
avec N = 24, Q% avec N = 20 et 28, 08, Q4 avec N = 30.

On représente dans la figure 2.32, les isovaleurs de Re(u!) avec N = 24.

Mesures de I’erreur

Cas du domaine Q = [0,1] x [-1,1]. 1) On considere la fonction réguliére « = zz. On
remarque une convergence en 1071, pour K = 2 dés que N = 5.
2) On consideére ensuite la fonction singuliere :

U= (;1:2 + 1)7/3,22 siny

On choisit K le plus proche de log(N'), on calcule les erreurs ||u — us|| 12 (¢ €t lu — usll g1 (s,
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f=cos(ory+2), g=0
H=a

FIGURE 2.29 — Tracé de la fonction u°

axer

1

08 06 04 02 0 02 04 06 08

axez-

FIGURE 2.30 — Isovaleurs de u°
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ey

e

FIGURE 2.31 - Tracé de la fonction Re(u')

001
0005

-0.005

-0.01

axez-

FIGURE 2.32 - Isovaleurs de Re(u')
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Résultats numériques

Domaine ¢

calculs des normes |ju — u(;HLz(ﬁ,:) s Jlu 7u5|\H1(Q?) G=1,--

N | K | Norme L%(Q) | Norme H*(U)
8 12 [1.296x107% | 8106 x 10~2
16 |3 | 5.054x 107 | 3.550 x 102
24 |3 [ 5.054x10~% | 3.550x 1073
36 |4 | 7,046 x10°% |6,410 x 1077
4814 [ 7,046 x 1079 | 6,410 x 107

Soit la fonction singuliere u = r7/3(cos®f + sinf), on fixe K = 3. Les

,3), sur le domaine Qa

donne :
sur Y sur €25
N L2(S) HY(5) L%(%) H'($3)
8 | 2,0141 x 1077 | 2,8068 x 10~° | 1,7973 x 10~° | 2,8068 x 10~
16 | 3,1212x10~° | 1,2380 x 1079 | 8,1056 x 105 | 1,9875 x 10~ ©
24 | 1,2093 x 1077 | 4,0938 x 10~7 | 1,2093 x 10~% | 4,0938 x 10~"
36 | 1,4203 x 10710 | 5,1421 x 10°° | 1,7504 x 1079 | 8,3975 x 10~
48 [ 1,0012 x 10717 [ 2,4571 x 107 | 1,2001 x 10~ 19 | 3,2140 x 10~°
sur €24
N L2(0%) H(Q9)
8 1,0986 x 10~ 2,1212 x 1077
16 3,2674 x 10~ 1,5887 x 1076
24 4,3161 x 1077 2,9994 x 107
36 5,8363 x 10~10 5,3171 x 10738
48 2,1047 x 10~ 11 2,1540 x 1077

Commentaire : on remarque que pour un choix /X qui n’est pas trés élevé on trouve
une trés bonne précision pour N = 48. En effet le s dans l'estimation (2.5.7), ne depend
que de la régularité de u. Ce qui montre que notre choix de prendre K < N; dans les
estimations ne gene absolument pas les résultats numériques.

Domaine (2* Pour la fonction singuliere u = (z —y) (2% +y?) " on fixe K = 4 et on

donne les courbes (logm(N).logm e — uéuwm)) et (logl[,(N)‘logm e — uéu,,.(ﬁb))
sur la figure 2.33.

Commentaire : dans ces estimations d’erreur, on a aussi des droites, et ceci est en
parfait accord avec les estimations théoriques (2.5.7) et (2.5.17).
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Logml BITELIM)

u=(x-y)ix*+y?)** Domaine 0°, K=4

0s 1 1.1 1z 1.3 1.4 1.5 16 17 1.8
Iug‘:f_r{.

FIGURE 2.33 - Courbe d’erreur
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Chapitre

Discrétisation du probleme de
Stokes par la méthode des joints
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3.1 Introduction

Le probléeme de Stokes régit I'écoulement lent d’un fluide visqueux incompressible
dans un domaine donné. Pour un domaine tridimensionnel €2, il s’écrit

—Ad+gradp=f dans Q,
divit =0 dans 2, (3.1.1)
uU=4g sur 0.

ou #(x) est la vitesse du fluide et p(x) est la pression hydrostatique au point z =
(,y,2).

On suppose que €2 est axisymétrique comme décrit au chapitre I et on utilise les coor-
données cylindriques pour les vecteurs i, f et §.

Dans le cas de données axisymétriques, ol f= (fry fo, f=) et § = (gr, g0,9-) sont
indépendantes de 0, ce probleme tridimensionnel se réduit & deux problémes bidimen-
sionnels non couplés. Un premier probléme ou l'inconnue est la composante uy de la
vitesse % et un second probléme ot les inconnues sont les composantes u,. et u, de 4 et
la pression p.

Dans le cas de données non axisymétriques, le probleme de Stokes est équivalent a
une famille de problémes bidimensionnels en coefficients de Fourier (u*, uf,u”, p*) de la

solution (&, p).

3.2 Cas axisymétrique

3.2.1 Probléme continu

Pour des données f = (f,, fo, f.) et § = (9, g0, g-) le probléme (3.1.1) se décompose
sous forme de deux problémes découplés :

{ —9%uy — %8, ug — afug + T%ug =fo dansQ 3.2.1)
up = go sur I’
et
—0%u, — 19, — &u, + 0p = fr dansQ
92, 19, 92 9y — )
Ofu, — 0pu, — O7u, +0.p=f. dans (3.2.2)

Oty + %u, + 0,u, =0 dans Q
(ur,uz) = (gryg:)  surT
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olt (uy,u,ug) sont les coordonnés cylindriques de . Le probleme (3.2.1) est du type
Laplace et est traité dans le chapitre précédent.
La formulation variationnelle du probleme (3.2.2), s’écrit :

Trouver (u,,u,,p) dans Vi' (Q) x H{ (Q) x L} (Q),

avec u, — g, dans Vi, (Q) etu, — g, dans H{ (Q), tel que

Y (v, v;) € VL () x Hi, (Q), (3.2.3)
ay (urva> +a(us,v.) + b(v,.,uz;p) = <f1--,’Ur> + <fz,'Uz>

Vg € L3 (), b(ur, uz5q) =0,

Les espaces Vi (Q) et H{, (Q) sont définis dans (1.6.13) et (1.6.16). Les formes a (., .) et
a; (.,.) sont définies dans (2.3.1) et (2.4.4) avec k = 1. La forme b (v, v,; p) est définie
par :

b (v, vz5p) = — /sz q(0rvy + %Ur + 0:v;)rdrdz.
On rappelle 'espace
V(Q) = {(v,0.) € VI, () x HL, ()5 Vg€ L3 (@), b(v,.viq) =0}, (3.2.4)
qui est en fait 'ensemble de (v,, v,) qui vérifient 9,v, + %u,. + 0,v, = 0 dans 2. On note
A(u,v) = ar (up, vr) +a(uz,v:) .
avec u = (uy,u,) et v = (v, v,).

Le probléme (3.2.3) admet alors une solution unique [8, Chapitre IX].

3.2.2 Probléme discret

. L i
On suppose que 2 est décomposé en L sous-domaines € : Q = Ulﬂz et on utilise,

comme dans le chapitre précédent, des polyndmes de degrés différents dans chaque sous-
domaine €, pour définir nos espaces discrets. On note ¢ le L-uplets (N;), ,., , Ny > 2.
On rappelle I'espace discret X(f2) introduit dans (2.3.8) donné par : T

X5() = {vs € L}(Q) tels que vgj0, = v¢ € Py, (),

vgpres = G 8t (65) = (E(p) .5 (1))
Jres (0= ¢) (1) (1) dr =0, Vih € Py, (F ), 1<j<4etl<l<Lsi
(6,5) # ((w) ;3 (1)}

On rappelle ensuite

X3(Q) = {vs € X5(Q) tels que vy = 0 sur '},
X3 (9) = {vs € X5(Q),ve = vy, € L2, (), 1 << LY, (3.2.5)
X3(Q) = X3() N X5 ().
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On remarque que I'espace X; () est constitué des fonctions de X5(£2) qui s’annulent sur
T. Pour la pression discrete, on considere I'espace

Ms = {ps € L () [pe = pjo, € Pn,—2 () et/ ps (r, z) rdrdz = 0}. (3.2.6)
Q

Cet espace ne contient pas de modes parasites puisqu’on a réduit le degré des pressions
[8]. L’espace X§(Q2) est muni de la norme induite

L

2 1

HWHX,‘ = (Z HWHII\‘(Q,))2'
=

Sur X;(€2), on définit la norme induite :

L

2 1

lvsllx, = (Z |"“l“\/11(m))2<
=1

Remarque 3.2.1 d’aprés (2.4.3), ona ||.||x, = |-/l 1 pour k = 1.

On définit aussi sur chaque €2, une formule de quadrature et un produit scalaire discret
et on en déduit un produit scalaire sur 2 dont on rapelle I'expression. Pour ¢ et 1) dans

L 0 (&
f%c (QZ)"

Lo Ne+1 Ny

@) = D3> b, (=F

(=1 i=0 j=0
L N

+ Z Z b, (05) Yo, (v55) 55T)’[Pf]

0=Lo41i,5=0

Yior (25;) wh (3.2.7)

L _

Les formes bilinéaires discretes sont définies comme suit, pour u et v € fgICO (Q[) et
nuls sur r =0,

as (u,v) = (Vu, Vo)

et
a5 (u,v) = a5 (u,v) + (¥, )5
I _ L _

et pour w = (u,v) € {29100 Q)Y etqe 29100 (Q0)

bs (w,q) = — (div,w, q)5

ol 'opérateur div, est donné par :

1 1
div,w = dpu+ —u+ d,v = =0, (ru) + dyv.
r r
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Soit Zs l'espace défini par :
Lo -
Z§ = {w5 = (1[.5,1)5) € el}lvl (Q[) X él}lHl (Qg)}

On définit la norme produit ||.||,, par :

lwsllz = llusllx, + llvsllaz - (3.2.8)

On introduit Z; I'espace produit X5 x X3, sur lequel on définit la norme induite ||.||, .
Le probléme discret associé au probleme (3.2.1) s’écrit

Trouver usy € X; ()
tels que usg — Zsgg € Xg5(2) 3.2.9)
Vwse € X5(Q2)  ais (uso, wse) = (Zsfo, ws)s »

et a fait le sujet du chapitre II.
Le probléme discret associé au probleme (3.2.2) sécrit :

Trouver (usy, usz, ps) € X5 () x X5(Q2) x M;(£2)

tel que us, — Zsgr € X9 (Q) et us, — Lsg. € X5 ()

Vws = (wsr, ws:) € X5(Q2) x X§(Q)

as (Usr, wsr) + a5 (s, Ws2) + bs (Ws,p5) = (Ls fr, wsr) s + (Ts [z, ws2) 5,
et Vgs € M;s

bs (us,q5) =0,

(3.2.10)

Ce probléme (3.2.10) se met dans le cadre abstrait de problémes mixtes. Les ingrédients
essentiels pour montrer qu'il soit bien posé sont la vérification d'une condition inf-sup
pour la forme bilinéaire b; et sa continuité ainsi que la continuité et coercivité des formes
a1s,as. On rappelle que dans noétre cas, il existe des constantes a, a1, v, 71 positives, telles
que :

las (us, vs) | < allusllyy lvslxp et as (us,us) > 7 fusl; -

laxs (ug, v5)] < o fluglly, 05, et ars (us,us) > 7 flugl

On notera As(.,.)

2
X,

As (us, ws) = a15 (Urs, wrs) + as (Uzs,wzs) -

avec us = (Ups, Uzs) €t ws = (w5, w,s), on déduit que A est continue et coercive sur
X5 x X; pour la norme ||.||.

On remarque que sur chaque €,,1 < ¢ < L, 'exactitude de la formule de quadrature
fait que

L
Yos € Z5,Vqs € My, bs (vs.05) = / qc (r,2) divyvg rdrdz = b (vs,qs) |
=17

on en déduit que la forme b; (., .) est continue sur Z5 x Ms et que la constante de conti-
nuité est indépendante de 4.

La proposition suivante montre I'existence d’une condition inf-sup globale sur la
forme b5 (.,.).
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Proposition 3.2.1 On a la condition inf-sup suivante, pour tout g5 € Ms,

bs (wg,
sup 2(0890) 5 g llgsll 2o (3.211)
wsezs  wslly !
ot L - -
Bs = Ny *(log Ns)~'et N5 = max{N,,1 < ¢ < L}. (3.2.12)

Preuve On se donne un élément ¢s de Ms. On décompose g5 de la maniére suivante
5 =qs+ds
avec

1
e = q. =— drdz.
4o = Gsla, mes(Sk) ~/m qe(r, 2)rdrdz

1) Sur chaque €, on remarque que G, = ¢s|o, € M, out

M, ={qe PM,Q(QU,/ q(r,z)rdrdz=0,1 < ¢ < L}.
Qp

D’apreés [8, Proposition X.2.5] et [23, Chapitre V, (25,24)] on a les résultats suivants.
a) Si £ > Lo, alors il existe Wy = (iiy¢, Ur0) € PY, () x Py, () tel que b(aby, Ge) =
llgell72 0, €t
H"u’ﬁHvll(szl)z < 5m10g N ”’YZHLg(m) .
b) Sil < £ < Lo il existe Wy = (i, r0) € P, () x PR, () tel que b(iby, §r) =
Hdﬂ”i;(m) et
ellv,ysm @ < /Ny log N, lell 2 ) -

Soit w; tel que w;|o, = Wy, alors Ws = (U5, 0y5) € X5(Q) x X§(Q2) etona:

- o2

b(ws, ds) = 14512 (@)

llsllz < Cv/Nslog Ns [|Gsll 12 (0 (3.213)
Ns = max{Ny,1 < ¢ <L}.

2) Comme g est constante sur chaque €, on a d’apres [8, Lemme XI.1.1] l'existence de
s € Xg()? telle que
o _ 2
b(@e, 3c) = qu‘HLf(Q)
et
ll@sll, < ll@s|

xoxx. < sl o) - (3.2.14)

On utilise la décomposition qui est due a Boland et Nicolaides, on pose alors ws = s +
Aws on a ws € X§(Q2) x Xg(Q). Il reste a trouver A pour que la condition (3.2.11) soit
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vérifiée. On a
bs(ws,qs) = — / gsdiv,ws(r, z)rdrdz
Ja
= — / (gs + @s)div, (W5 + Aws)(r, z)rdrdz
Ja

= 7/ Gsdiv,Ws(r, z)rdrdz — X / Gsdiv,ws(r, z)rdrdz
Ja Ja

7/ (j,sdi’[)r’lfm(T,Z)T‘dT'dZ*)\/ Gsdiv,ws(r, z)rdrdz.
Ja Q

Puisque

/ GsdivyWs(r, z)rdrdz = g5 Ws(r, z).nrdrdz = 0,

Jo 90
on en déduit que

o2 2 . _
bs(ws,q5) = qusHL%(ﬂ) +A qu'HLf(Q) —cA H%HLf(sz) H%qu) :
En’L e A2
2 (1= ) ldsllza @) + A~ ?]2) @522 0

otin > 0. En posant ) = 1 et A = n? on a finalement :

. 11 2
bs(ws,g5) = inf{7. 5} lasllzz (@) - (3.2.15)
De méme en utilisant (3.2.13) et (3.2.14), on obtient
llwsll; < Cv/Nslog Ns l|gsl 20 (3.2.16)

En combinant (3.2.15) et (3.2.16) on obtient (3.2.11).
La continuité et la coercivité de as et a5 respectivement sur X5 x Xy et Xjx X; et
la condition inf-sup (3.2.11) permettent d’avoir le théoréme suivant. m

Théoréme 3.2.1 Pour tout f € L?(Q)? et g € H{(Q)? le probléme (3.2.10) admet une
solution unique (us,ps) dans Zs x Ms.

Preuve La condition inf-sup pour la forme bilinéaire b; et sa continuité ainsi que la
continuité et coercivité des formes a5, a5 donne I'existence et l'unicité de la solution
(us,ps). m
3.2.3 Estimation de I’erreur

On considere maintenant 'espace Vs donné par :

Vs = {ws € Zs | bs (ws,q5) = 0,Ygs € Ms},
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3.2. Cas axisymétrique

Proposition 3.2.2 Soit (u,p) la solution du probléme (3.2.2) et (us,ps) la solution du

probléme (3.2.10). On a alors :

u—u < ¢f inf [[u—w
lu—usl, < e inf [Ju—ovsll;

A(vs, ws) — As(vs, ws)

+ sup |
wsEZ; H“’é“z
+ inf 1P~ sl iz o)
o fzs (r,2)rdrdz — (Isf, 2
+ sup Jo F25(r,2) (Zsf, z5)s
z5€Z;5 Hzé‘IZ

Y Joa s e (1)} [ys] (1) dr
m€ES

+ sup Im€
Y;€2Z5 llysllz

ol ¢ est une constante positive indépendante de 4.
Preuve Pour tout vs € Vs on a

As(us—vs, us—vs) = (Zs f, us—vs)s — as(vs, us—vs)

On pose us—vs = ws € Vsona
/ (—f — Au+ Vp)wsrdrdz = A(u,ws) + b(ws, p)
Ja

- / fwsrdrdz
Q

+ Y [ ot pn().fwil (7

ymes
= 0

On injecte le terme (3.2.19) dans le terme (3.2.18), on obient :

as(ws,ws) = (Isf,ws)s —/ﬂfw(;rd'rdz
+b(ws, p)
+A(u, ws) — As(vs, ws)
+ Y [ gt o). lws (.

ymesm

(3.217)

(3.2.18)

(3.2.19)

)dr

(3.2.20)
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3.2. Cas axisymétrique

Combinant la coercivité de as sur Vg, la continuité de b sur Zs x My, la condition inf-sup
(3.2.11) et le fait que b(ws, ¢) = 0 on obtient :

As(ws, ws)
[P = a5l L2 llwsl|z + [[w — vsl|z[|ws] |z
- {(L;f,zlg)é; — [Q fzsrdrdz
25€Zs [|2s]lz
+A(vs, ws) — As(vs, ws)
Y A= +pn ()} ys) () dr

£ Ym
YmES

[|us —vs |2

INIA

Hiws||z

+ sup {

Hlws||z-
Ys€Zs lysllz

On utilise 'inégalité triangulaire ||u — us]|, < ||u — vs||, +||us —vs||, pour conclure.
n

Remarque 3.2.2 Si on considére l'espace V; = V5 NPs_; et on choisit vs dans cet espace,
As(vs,ws)—As (vs,ws)

s‘annule.
Twsll,

le terme  sup
ws€Z;

On va maintenant estimer le terme im‘fl |lu — vs||,, en deux étapes, dans la premiere,
v;€Vs

nous allons considérer la géométrie du domaine conforme et dans la seconde non conforme.
Pour cela on commence par introduire pour tout entier naturel m le polyndme ]P’z\”,'o(A)
défini par :

PRO(A) = {v € Py(A), v(£1) = --- = o™ (1) = 0}.

avec la notation P’(A) = P,(A). Ensuite on va introduire Popérateur de relévement de
trage R>7 qui va nous servir dans la preuve.

Lemme 3.2.1 Pour tout cété v de mesure non nulle de ¥, il existe un opérateur de relévement
R27 de P3°(v) x P (7), dans Py () telle que

Vo = (0, 1) € PR (7) x PR (7)

ona:
i, sur

k127 (4) —
OaR™(0) = { 0 sur O\~

ol k € {0,1}, et pour tout réel s tel que 3 < s < 5ona:

I1R* sy < ¢ (Iooll o3, + Borl s )- (3.2.21)

1 2()

Pour la preuve on cite [18] et [17]. Grace a ce lemme, on est maintenant en mesure
d’énoncer la proposition suivante, on suppose toutefois qu'on est dans le cas homogene
(le cas non homogene sera traité ultérieurement).
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3.2. Cas axisymétrique

Proposition 3.2.3 Soit u = (u;,u.) la solution du probléme (3.2.3), on suppose que u|q, €
H'f”l(Q[)2 alors il existe vs dans Vs et c tels que :

3 L
w—vslly < eAZY N7 l[ee ] g2+ g, 2 - (3.2.22)
=1

ol \s est défini dans (2.3.25).
Preuve I) Cas homogéne
a) Etape 1 : construction de v}?

Soit la fonction 77 (¢) modifiée de la fonction construite dans le lemme 2.3.3 et qui a
les mémes propriétés que 1,(¢) :

9y 2 — —
(1-¢)" o +oin C—ay
(1 — ag)z (i + W;+1)((lp)])/#pap —ap

() =

ol p; est le polyndme de Lagrange avec 0 < ¢ < N — P — 3, associé aux nceuds ¢;” de
Gauss-Lobatto. cette fonction 7, est dans Py (A) et vérifie 7;(a,) = 1 et 0 en £1 et en
apr4p- Ce polyndme 7, satisfait :

<eN© <N et || gy, < N (3.2.23)

”77;HL$(A) ||77PHH‘(A)
La constante ¢ dépend uniquement des points a,,. Soit w*, 1 < pu < M+ les joints et CJr
Pensemble de tous les coins qui se trouvent sur v, . On construit alors la fonction dedulte
de (2.3.34) par

e (3.2.249)

e % dans
10 dansQ\Q+

&y, . est obtenu a partir de &* par homothétie et translation, ou ®*((,n) = np(C)( 1) N
On pose u = Rot,(1)).
*) Soit v} tel que v‘lﬂ[ = v}= Rot,(ITy%y,). On construit z} avec z} = 1T} ¢ alors
ona
Mt

3= (-2,

r=leecy

On pose z}2 = z} + z}.
**) Soit v}?> = Rot, ( 12), cette fonction vérifie la nullité sur I', et est & divergence

nulle, et on a zé‘ L= zé‘ _ s’annule sur toutes les extrémités des non joints v;,, 1 < m <
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3.2. Cas axisymétrique

M~ (v}, étant le c6té +;, vu dans lautre direction voir figure 2.2). D’une part on a

L L
1 2
u — v; = -1y H
Sl = vl = 2],
L
< ey N [0l 72042 g,
=1
L
< SN el g
=1
D’autre part on a
M+t
1
Z [Rota (23) |y e < D2 D 1¥ = 2500 |HROt o) ‘Hl(m)
p=leeC,
en utilisant (2.3.35), on a
Mt .
Rot, < —sf =11 ] ‘ *
Z [| Rot (=3 HHl(m)z ‘Z ' HUHH“T»“(Q;) ellgz o)
D’apres la définition de tI>,‘ o> ona
i
H(Dm HH2(2) Nﬂ . (3.2.25)
En effet on a )
H(;”)N‘ < eN*T3 (3.2.26)
2 ()

En combinant (3.2.23) et (3.2.26), pour s = 0, s = 1, s = 2), on déduit (3.2.25). Enfin
ona

L M+t
2_: !Rot 25 HU‘(Q;)Z < C; - H’UJHH:H‘(QDZ .
D’ou on déduit que
L
> = ”§2|\H1(m>2 = ‘ZN el gt e (3227

=1

b) Etape 2 : constructlon de 7} et 7%

Lélément v}? = Rot, (z}?) ne vérifie pas la condition sur les interfaces v,,, 1 < m <
M~ . Pour relever ce terme, on commence par définir deux opérateurs de pr()Jectlons 7rN’
et 7%, :

N>
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3.2. Cas axisymétrique

«) Lopérateur 7y 2 de H? (A) dans Py (A) vérifie

Ja (ffﬁ’zw - w) ¢ (r)rdr =0,V € Py_o (A)
(7520 - ) (1) =0
(752 —v) E1)=0

et pour 0 < ¢ < 2 < s et pour toute fonction ¢ € H; (A), on a

4.2 t—s
e - 7% *QHH;W* Nl ) (3.2.28)

En effet en considérant 'application

JPL () — Py
X — xW

qui est un isomorphisme, on peut donc montrer que 7> = 7173 (0 — ¢§) + ¢, ot 70

est 'opérateur de projection orthogonale de V2 (A) dans ]P?Vo (A) et 5 est un polynéme de
degré 3 tel que ¢§(—1) = p(—1), 9% (—1) = ¢'(—1) et p3(1) = ¢§'(1). Cette construction
est dlie a [1].

xx) L'opérateur 7%, de H? (A) dans Py (A) vérifie

Ja (@ — ) ¢ (r)ds = 0, ¥ € Py—s (A)
(7o~ ) (£1) =0
(7TN‘:’ 99)( 1)=0

et pour 0 < ¢ < 2 < s et pour toute fonction ¢ € H* (A), ona
||<P - fr‘zZ\rWHm(A) S CNtiS HwHHf(A) N

On réfere a [11, lemme 1.5] pour I'étude de cet opérateur. On note alors 7?;;3 Ly

%2 73, si A est paralléle a laxe r = 0
To- =9 %2 (3.2.29)
Ny 7N sinon.
c) Etape 3 : construction de v} :
_ ax2 12 _ 12 ot = o (72 12
On pose o, = 7y 5(Z5i0s = 2ol Ty = On (" = —2Coi 6|wm>hm) On
remarque que o, - et a:: s'annule sur les extrémités de ~,,. En effet 25\ - z;fw _ est
m 'm

nulle sur les extrémités de ~;; et 72

N-_o €t B,Lw\;,# conserve la nullité sur les coins.

3.
Donc on pose vy :

M~

= Rot, ZRot o R¥n (g E’U::*>'
m=1
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3.2. Cas axisymétrique

On remarque que v; est la bonne approximation de w. En effet v} est nul sur I', a diver-
gence nulle et vérifie la condition de compatibilité. De plus on a

HROt“ o R* (o Ym? Jw)| H} Q) = HR2 . “fm‘U:,Z) H2(Qm)
En utilisant (3.2.21) on a
HRZ (o ;’O‘Ym)HHf(Q;) C(| ﬁ;\};ﬁ(zﬂfn - Zé\z:/;»)‘%?Hvl% (vim)
B NG B
S S It T

En utilisant la continuité des traces de Hj(Q2) dans Hy 7%(7) et le fait que

)frjv,z,’,fz@;lzmn éwim)hm‘vmm = ‘|(Id7ﬁ;§—2)(§@m é‘im)‘”’" vl om)
+ H(Z§2h,+ =% Vi ()
s H Zolvih 6hm>|%~|v2(m..)
+ (V) |2 - ifm)hm‘ 12047

on déduit que ¢ — z;‘zﬁ et — z;ﬁ/, s’annulent sur les extrémités de ~,, ainsi que leurs
k3 -

3
dérivées premieres, alors ils appartiennent a V;2(~;,). On a en plus le fait que z” _ san-
nule sur v, ce qui implique

12 12 /. 12 1
(z -z 7)| 3 S =250+ 2 JrH’lZ)*Z 7| 3
H sl Sl 11v,2 (i) Sy llv2 (v Sy llv2 (v
et
12 12 1
-z — D — 2 — -
H sy Slym ‘umm Hw 5|”fm H2(vm) * Hd ‘5|”/MHH;2(7;,)

On rappelle I'inégalité d’interpolation pour ) € V{"(y) oy estuncété de Ret0 <r < s
1-z r
[¥llyy ey <€ Hw“/@(ﬁ,) Hw”;q(n,) (3.2.30)

. . 3
Ceci entraine pour r = 3 et s = 2 que

(3.2.31)

ol =elo

2121 3 2k wazlziH
i [1v,2 (i) 6|~/m L2 () I v |l 2 (v

On a aussi I'inégalité suivante

[[v~ Z}HH'IZ(F)J'_NZ v~ ZfIHH;(r) +N;

3
V=il < eNET Wz, 3232
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3.2. Cas axisymétrique

ou I' est un c6té de €2,. On note K, l'ensemble des indices, 1 < u < M ¥, tel que 7;, N 'yf[
a une mesure non nulle. On écrit alors

Tm =D Y O

HEK L
On a
12 12 ) (N5
| WP iy 7 I
—gt
SR S 010 R [ P,
" - Hy @)
HEK
oll N s
¢ = max (N,[)5/ min (N;[)s
T pekn HeKm
Ona
4 B max, - (NF)i Nt
max (N)3/ min (N)F < ——ee -k T
HEK, e, 2N, 1 2min,¢x— (N )2
< A
et
12 12 T(N=) " 5m ||
H(Zé\ﬁn 25l |‘H1\(~,;) < cl(Na) ‘1"‘)”}1;;“(9;)
o1 iost
O Y I )

HEK

Ceci implique que

< P2, n % < —sp
> HROt“ oR™ 1'L(‘7%’n"’w':t)|‘y‘(n*) S ALY N el g
m=1 e =1
combiné avec (3.2.27), on déduit (3.2.22). m
Dans le cas conforme on peut éliminer le terme \s et nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Soit u = (u,,u) la solution du probléme (3.2.3), on suppose que u|q, €
Hf’+l(9[)2 alors il existe vs dans Vs et c tels que :

L

llw— sl <Y N~ el rze1 g, - (3.2.33)
=1
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3.2. Cas axisymétrique

Preuve Soit u = (u,, u.) la solution du probléme (3.2.3). On suppose que u € H:2(Q),

d’aprés [8, remarque IX.1.2], il existe ¢» dans H;"*(Q) tel que u = Rot, (1) avec ¢ = 0
et 9,1 = 0 sur I'. Dans le cas axisymétrique on pose

1
Rot,(4) = (0.~ 30.0) )
On remarque qu’avec la définition

1
div, (u) = Opuy + —uyp + 0 us
r

ona
div, (Rot, (1)) = 0. (3.2.34)

On définit les opérateurs de projection orthogonale ﬂf\, et 1:[;,'2 déduits de l:[?\, et HX,‘Z
par homothétie et translation [8, Proposition V.3.9] :

3 : V2(3) — Py, (%)

et
T2 VE(E) — PR(Y)

et qui vérifient pour 0 <t <2 < s

o -0

t—s ||,
. SN [Pl - (3.2.35)
avec -
2 l:[?\, si Q) est loin de I'axe r = 0
N 1T, si Q touche axe r = 0.

Cet opérateur conserve les valeurs des coins de (2 et la nullité des cotés de 9Q.

a) Etape 1 : construction de v; .

On travaille localement. Soit v; tel que v|o, = vo= ROta(H;\}ZU)g), or d’apres (3.2.34),
div,vs = 0 et on a approximation suivante :

> | Rota(we — 37|
=1

u — vs =
Ju = vl o
L
< ¢ “L) — %%y H
; b — 1INt w2
L
< CZN_SI waHHf“z(Qg)
=1
et donc
L
[l — s, < c;zv*w el ze41 2 - (3.2.36)
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3.2. Cas axisymétrique

L’inconvénient est que v; ne vérifie pas la condition de compatibilité sur les interfaces.
Pour le corriger on va lui ajouter au terme v, un terme de type Rot,(u) pour satisfaire
la condition (3.2.34) d’une part et la condition de compatibilité sur les interfaces d’autre
part.

b) Etape 2 : Construcion de w;

On considére la figure 3.1.

FIGURE 3.1 - Décomposition conforme

On choisit ~,, le non joint de facon & avoir toujours N,, > N,. Aprés avoir choisi
I’ensemble de non joints indéxés par M~ (on garde les mémes notatlons que dans la

preuve de la proposition 2.3.5), on note z; I'élément tel que z50, = =TIy 2y et 250, =
HN (On1b¢). On pose <Z6|~,,t — 26‘7;)‘7; =0, et( it dh,,,)hm o n On remarque
que o - et Ufy’; sont nuls sur les extremités de ~;, puisque HV conserve les valeurs des

coins et que vy et 0,1, sont continues sur les interfaces pour s > 2 5. On pose alors

M-
ws = ZRota o R2m (o ;L,U:::"). 3.2.37)
m=1

On a alors

Tm

HRot,, o R* (o, 0"

2%m n
Fm? W’E)HHI(Q,,,) s CHR (@570 ;.>‘

EHCSE
En utilisant (3.2.21) on a

)

Ym

HRZA""(U -0

RS
|le(g;) < el|| G = Zsn)lam HE ()

n _ .n
+ H(Zfﬂ“/f‘., Z‘j‘”*")‘"';“lil%(wg))
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3.2. Cas axisymétrique

la continuité des traces de H{ () dans H‘ffﬁ (v) nous permet de déduire que

52,9 n
|72 oo

- < v =2l gz o) + 1Y — 26l w2 +

H?(Qm)

10a% = 23 12z + 100 — 28l g3 i)

m

on déduit ensuite de (3.2.35) que

v - Zo‘HH‘z(Q;,) + v - ZJHH|2(Q+) < N7 H7/JHH,;,+2 (3.2.38)

@)
FN" |

Wygtoaqag
et

N —5m

IA

|00t — ZISLHHII(Q;) +[10n — Z(?VHH“(Q,*,,)) ‘aanH.«;,“ (3.2.39)

@)
FN" |

el

,+
it o)

N—Sm

IA

¥l

FN" |

I )

/
Wgtoaagy

Enfin en combinant (3.2.38), (3.2.39) et en sommant sur m, on déduit que

L
lwsllz < ey N Wl o2,
=1
et que
L
[wsll, <Y N7 lleell e 1y, - (3.2.40)
=1
c) Etape 3 : Construction de y; = vs +ws
On vérifie que y; vérifie la condition de compatibilité. En combinant (3.2.36) et
(3.2.40), on déduit que

L

=yl < QN el s -
=1

Proposition 3.2.4 Soit (u,p) la solution du probléme (3.2.2) et (us,ps) la solution du
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3.2. Cas axisymétrique

probléme (3.2.10). On a alors :

lp = ps HLg(sz) <

inf
vsE€EZs

(e = vsllz + sup
w5 €

Zivg o
c(1+ 85 ){qdlngk lp— %HL?(Q) +llw — usll;

A(vs, ws) — As(vs, ws)

Zs Hw5HZ

]

Jo F2s (r2)r dr dz — (T, 25);

+ sup
z5€Zs

25ll7

Y Jad-as + e (n)} [ys) (1) dr

Tm €S

+ sup
Ys€Zs

}

lysllz

ol ¢ est une constante positive indépendante de ¢ et 35 est défini dans (3.2.11).

Preuve Soit ws; € Zs on a

bs(ws, ps — a5) = (Zs f,ws)s — As(us, ws) — bs(ws, g5)

et

0 =

/ fwsrdrdz — A(u, ws)
Q

—b(ws, q5) — b(ws, p — qs)

La condition inf-sup (3.2.11) donne

Bsllps — asllrzo) < sup

ws€EZ;s

IN

_Ou

G+ pm (). [wg] (7) dr

|b(ws, p — gs)|

llwsllz

[lp = %HL?(Q)
A(u, ws) — As(us, ws)

+ sup
wsEZ; HthHZ
©p JaFzs ) rdrds = (Zf.z);
25€25 25l
Y fo A +n (1)} [ys) (r) dr
Ym €S
+ sup
Y,€Z;5 lysllz

On obtient le résultat en utilisant 'inégalité triangulaire et le fait que

a(u,ws) — as(us,ws) =

IA

A(u — vs, ws) — As(us—vs, ws)
+A(vs, ws) — As(vs, ws)
c{llu — vsllz + llu — usll;

+la(vs, ws) — as(vs, ws)|}
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3.2. Cas axisymétrique

Finalement et pour étre en mesure de majorer l'erreur, il nous reste a majorer 'erreur
d’approximation qui est le sujet de la proposition suivante. m

Théoreme 3.2.2 Soit (u,p) la solution du probléme (3.2.2) et (us,ps) la solution du
probléme (3.2.10). On suppose que wjq, € H Q)2 x HE P (Qy), P, € H* (%)
avec sy > § (s¢ > §si € < Lo) et flg, € HY* (Q)® avec o¢ > 1 (00 > & si £ < Lo). Alors
on distingue deux cas :

1) Cas homogeéne : on a

L
3 ar—s
e = wsllz + Bsllp = pslliziey < e{D_(1+ A I N (log Ne) lleall et gy
(=1
L
+ZN[54 (log Ng)Q’ HPHHi‘[(Q[) (3.2.41)
=1
L
+D N Fll e, -
=1

2) Cas non homogéne : on a

L
- -
llw — usll + Bsllp — psllez) < c{Bs 1;(1 +A0)2 N, (log No)® [|ull yoe 1,2

L
+D N (log No)? bl grze (3.2.42)
=1

L
+ZN[W £l zze 2,023
=1
ou -
N5 =max{N;,1 <(< L}
et o resp A sont définis dans (2.4.5) resp (2.3.38).
Preuve Nous allons étudier chacun des termes des propositions 3.2.2 et 3.2.4.
1) Erreur de consistance : On a
A, ws) — As(vs,ws) = a1(vr, wrs) — a1s(vr, wrs)
ta(vz, wzs) — as(vz, Wss).
Pour le terme a (v, wys) — a15(vr, wrs), ON intercale z5_; tel que z5_1]o, = H;;ﬂlur,
ol H;,'[il est l'operateur de projection orthogonale de V;' (%) dans Py, (€). Pour le

terme a(v,, w.s) — as(v.,w.s), on intercale ys_; tel que ys_1|, = H;{,}ﬂ]uz, ol HJ{[L]
est l'operateur de projection orthogonale de H{ () dans Py,_1(f) et on applique [8,
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3.2. Cas axisymétrique

Proposition V.3.3 et V.3.8] pour conclure que

L
A(v, — As(vs,ws) < | —1IIy
(v, ws) — As(vs, ws) < C[z:;( N ve@o
—tt
—¢—|u/Z Np—1Uz H1@0)

IA

L
C;N[S" [Juel| VI @) HE (@0
=1

2) Erreur de quadrature : On a
/ fzsrdrdz — (Zsf,z5); = / frzvsrdrdz — (Zs fr, 2v5) 5
Q Q

+‘/ fazzsrdrdz — (I(szv Zzé)é'
Q

L
Le premier terme est majoré par > N, 7* || f,|| Hoe (0, etle second par Z N7\ f- ls7e )
=1

3) Erreur d’approximation sur les pressions :

L
Ona inf |[|p—asllzz) < X Ny ™ lIpll e q,) - En effet il suffit de prendre
as€Ms B =1 L

1
s =1Isp— ——— [ Ilspd
a5 5P mes(9) ‘/n sp atT

et de remarquer que p — g5 = (p — Ilsp) + ,,W;W Jo(Isp — p) dr pour conclure.
4) D’apres la proposition 2.3.6 on a

X [ oy sl () dr

S2st
sup
¥s€2Zs lysllz

< ey N7 (10g NO® Jlullysest g, )
=1

5, o) sl ()

et pour le terme  sup 222
Ys€Z5

X [opmly)(n)dr

m€ES —s
sup X < CZNe * (log Ne)** HPHH?(QU :
=1

Ys€Zs HZLSH//

Toal , on utilise les mémes arguments on obtient

5)Le terme 1nf Hu — ;]| est majoré par ¢ Z (1402 N Hu/f“v“’“(n,)xu“f“(fz,)'

En effet on utlhse la proposition 2.3.5 et la proposmon 2.4.4, (pour k =1).
6.a) Dans le cas homogene, le terme Helg/ |lw — vs||, est majoré dans la proposition
vs s
3.2.3.
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3.2. Cas axisymétrique

6.b) Dans le cas non homogene on utilise un résultat général pour estimer la distance
entre (ug,u?) et V¥(9), voir [35, Chapitre. II, (1.16)], or d’apres [22, Thm 23.10] on a

inf o, v )eve) (167 = wenllye o) + 168 = wanll g )
< (L4 By ik, .88 (@) xB3 @) (145 = 0wl oy + 14S = Vel 1. 0)
(3.2.43)
Si Q ne touche pas 'axe r = 0, on prend dans le second membre de 'inégalité (v, n,v.n) €
PO () x P3(9).
Si on généralise ce résultat, dans le cas d’'un domaine 2 décomposé en sous domaines,
on obtient que

Byl < NplogNs,¥ 1< €< L.

et

L
: _ -1 —Sg R
o, llw = sl < 65 ZZZINK lsllyrzest o, miet ) -
"

3.2.4 Estimations d’erreur : cas avec singularités

On commence par rappeler un résultat sur les singularités qui est analogue au cas de
Laplace on cite [8] et [24].

Théoréme 3.2.3 On suppose que f € H*™' (Q) x H{™' (Q) et g € H>T' (Q) x H (Q),
avec s > % Soit (u, p) la solution du probléme (3.2.2) et (us, ps) la solution du probléme

(3.2.10). Alors on distingue deux cas :
1) Cas homogeéne : on a

3 s .
= sl + Bsllp — pillizcay < e+ An)E sup{NE B} [ Fll e - (3:244)
2) Cas non homogeéne : on a

e — wsll, + Bsllp — pollzzy < c(l+Xs)? sup{N} =, 371 E5}  (3.2.45)
U gz (2 + gl s (2)-

ot
E§ =max{ES, 1 <(<L}. (3.2.46)
et -
0 si Qy ne contient pas des e;,
BS={ N.F(logN,)* siQy contient e; avec w,, = z, (3.2.47
— 3w .
Ne,,zyl( 2 )(log N.,)2 i€y contient e; avec w,, = 3

)
N, est défini dans la proposition 2.3.7.

Remarque 3.2.3 On a les valeurs approximatives n(3) ~ 2,73959 et n(3F) ~ 0, 54448.
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Preuve 1) Cas homogéne
On écrit u, = 1 S(O) S(O)[ . — 1 S(U) S(U)[
n écrit u, Urreg + NuSré + D QS 5 Uz Uz reg + NuSze + Y, Sze et
(=2 i=2

D = Preg + 7/,,5},2) + za,,s,ﬁ?‘. D’une part on utilise 2.3.7 pour estimer ‘ Uy — Sﬁoe) e
i=2 &
| Uy — S;E(.)e) " et Hp — S,(,? @y seul A change, voir [8, Théoréme XI.1.5]. On utilise la
1 1

méme technique que dans la preuve du théoreme 2.3.3 d’'une part et les inégalités
el grsvr e + 12l g 02 < N lzsr (2

pour déduire (3.2.44).
2) Cas non homogéne

i o .. . . .
On utilise 1) et le facteur Ny log N5 qui intervient dans 1n£/ e — vsll, , donc qui
v5E€Vs

apparait dans le facteur ||ul| i ()2 B0 plus on a

‘lu‘lllf*’l(ﬂ)? + HPHH;(Q)Z < C(Hf“nffl(gy + HQHUT‘“(Q)‘Z)

et
NZ log N3(N;*log N5) < eN1~* (3.2.48)
on déduit alors (3.2.45). m

Théoréme 3.2.4 On suppose que f € H*™' (Q) x H{™' (Q) et g € H>T' (Q) x HT (Q),
avec s > 3. Soit u la solution du probléme (3.2.2) et us la solution du probléme (3.2.10).
On distingue deux cas :

1) Cas homogeéne : on a

llw = wsll 20y < €1+ As) sup{N; =%, Ny (1og No) ES} [ Fll e - (3:249)
2) Cas non homogeéne : on a
lw = wsll 2 < e(l+A5)? sup{N; %, ;" (log Ny)? Ny "B} (3.2.50)
Ul grs=1 (02 + gl g1 (0)2)-

avec g égal a 0 si la décomposition est conforme et 1 sinon. N5 = min{N;,1 < ¢ < L}, Ef
resp \s sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).

Preuve On a
Jo(u — us).h rdrdz
lu— sy = sup LR I
! heL2(2)? I ”Lgm)z
Pour toute fonction k dans L#(2)2, on note x; = (Xr.¢, X=,¢) 'unique solution du probléme

—Arxe + Vine = hy dans
div,(x,) =0 dans Q

-0 { sur 98 si £ > Ly

Xe = surTysil < Lo

(3.2.51)
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3.2. Cas axisymétrique

avec x, € Vi, (Q[) sil > Loetx, € Vi () x Hi, (Q) si ¢ < Lo on note que A, x =
O xre— 200X —02Xr 1]

(82:‘ 27701 :,; 82121) V.= ( ’) et div,(x;) = OrXre + 2Xr¢ + 0:Xz,0. Du probléme

(3.2.51) on déduit que

/ (uw — ug).hrdrdz = Z r(Xr0) Vi (ur — ups)rdrdz
Ja ﬂl

+Z V (X2,0)Vi(uz — uzs)rdrdz

- Z / Ju — ugldr
YmES
= Abou—u) - Y / T2 ) = i
mes
a)ona Y [ (2 +nmm)u—ugldr= Y [ _( Fre 1.1 [us]dT. On utilise 4)
ymes ' Tm €S "

de la preuve du théoréme 3.2.2. La régularité de u nous permet de conclure que

1>

Ym€ES

L

X -
(8n N +0.nm)[u — ugldr| < ZNz *(log Nf)w(HXHvﬁ(m)fo(m)
" =1

+ H"]HLf(QZ)) flw —usll, (3.2.52)
eNj ' (log N5) ||k

Ym

IN

L2(9)? lw —usllz

puisque [8] on a

L
> Ixllvz () w200 + 3 Il 220, < cllPllz @ -
=1 =1

On remarque que si la décomposition est conforme on a

b / o )= wildr] < Ny By = gl G2:59)
Ym€ES

b) On pose x tel que x|q, = X, alors x € VL (Q) x Hi, ().

Soit ﬁ,’v’z’o la projection orthogonale de V2 (€,) dans ]P’i}o (Q), ou ]P’?\’,0 () est I'en-
semble des polynémes dans Py (£2¢) qui s’annulent sur 9, ainsi que leurs dérivées nor-
males. On sait que pour tout x = (x,,x-) solution du probleme (3.2.51), on associe
) e H5! () tel que tp = 9, p = 0surysil < £ < Lgety = 9pyp = 0 sur 98 si
Lo < € < L. o vérifie x, = 0.9 et x. = —10,(r)) voir [8, Remarque IX.1.2].

On pose x;_; tel que x5 1), = (0:Iy> ¢, — 18, (rIIy>¢)) . On a alors X, ; €
VL () x Hi, (), en plus x5_, € VNV, [8, Proposition X.1.4]. Par cette construction
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on déduit que

A1, u—ug) = /Q.fxfi—l = (Zsf> x5-1)s (3.2.54)
< Ny IF -1 g2 (Ix = Xollz + lIxllz)
< eNg I -1 g2 1o 2 e -
et
Alx = X510t = u5) < Nyl 20 | (3.2.55)
puisque

L
-1
x = xsll, < CZNé Il vz ) 2 020)
=1
< eNg IRl g qye -

En combinant le théoréme 3.2.3 pour majorer ||u — usl|,, avec (3.2.52), (3.2.54) et
(3.2.55), on déduit alors le résultat. m

3.3 Cas général

3.3.1 Probléme continu
Dans le cas général f et § ne sont pas axisymétriques, le probleme devient :

—0%uk — Lo, uk — 92uf + sz uk + 2Rl + 0.pF = fF dans Q,

782719 — —3 ul — 02ul + Hk ub — Zikuk “C pk = fF  dans Q,
783 b 19,k 78211* T Bk +0zp =5 dans Q, (3.3.1)

[“)u +luk+’k uf +0.uf =0 dans Q,

(uk o, o) = (oF. g gF)  surT,

y ot f¥ = (fF, £k, fF) et g* = (g%, g}, g*) sont les coefficients de Fourier respectifs de

fetg.
On multiplie par r et on intégre les équations du probléme (3.3.1), ensuite on pose :

L
1
Ap(w,w) = A(u,w>+;/ﬂg[

2ik k2
gy (wper — UpeWer) + T—Zuzpu,'zg]rdrdz,

2
(g Wyp + ugeWoe) + 3.3.2)

By (w,q)

L
1
Z/ [0y + — (u:,p — ik Wor) + O W,e|rdrdz,
=
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avec u = (uy,ug,u,) et w = (w,, wp, w,) et A (u, w) est définie par
A(u,w) = a(up,v,) + a(ug,vg) + a(uz,v,).
Alors on a a résoudre pour chaque & :
Trouver (u”,p*) dans Hy, () x LT (),
¥ — g dans Hy,, (), tel que
Vo e Yy, (), A (ub,0) + Bi (v,0") = (4,0,
Vg e L2 (Q), B (uk,q) =0.

Pour l'existence et I'unicité voir [8, Chapitrel X].

avec u
(3.3.3)

3.3.2 Probleme discret
La discrétisation du probleme (3.3.3) s’écrit :
Trouver (uf,p¥) dans X 5(Q) x Ms (),
avec uf — Zsg" dans X3, 5(4), tel que

Yos € X3 5(9), Ars (uf, vs5) + Brs (vs,05) = (Ts f¥, vs)s,
Vas € M5 (Q), Brs (uf,gs5) =0.

(3.3.4)

avec

Aps (us,v5) = As (us,vs) (3.3.5)
+ (L+F) [(r s, 7 vps) 5 + (7 ugs, M ogs) )
+2ik[(r’luQ5,7"lv,5)5 — (7"1uT5.T’1v95)6 ]

AR (r s, r T 0ss) 5
et
Br.s (vs,45) = bs (vrs, 025, 05) + ik (g5, Tves )
oll
us = (Urs, Ugs, Uzs) , Vs = (Urs, Vo5, Vz5) 5
Les espaces Xy, 5(Q2) et X 5(€?) sont définis par :
Ko, () = {(vrs, vos5, v25) € X5(Q) x X5() x X5 (Q);
Ups + ikvgs = O sur Ig, si k = +1}
et
Xp,5(Q2) = X;()* si |k| > 2, on pose aussi
7.5() = X s (Q) N Hi, ()%

L
On rappelle que les normes H\|X]1 et ||.]| 4. sont données par H”riHXll =(> HWH?{}(%))%’
N =1

L
et vl s = (> kui,(.k)(m))%. On définit la norme ||.|| .2 | par
=1 -

L

2 1

Mz, = (OB, @)
=2
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ATaide de ces trois normes on définit les normes produits suivantes :

loslley = Norsllas + loosll s +
llors + ikvosl| c2 | + llv=sll 2z
sik = =+1
et
lvsllx, = llvrsllay + llvosllxx + [lvzsll vs
si|k] > 2.

Sur l'espace Xy, 5(€2), on utilise la norme induite ||| y, -

Remarque 3.3.1 On remarque que la norme ||.|| , et la norme H'”“(’mm) (s = 1) définies

dans le théoréme 1.6.2 sont équivalentes sur X, 5(€2).
On définit aussi I'espace
Vis = {vs € Xis, Brs (vs,¢5) = 0,Vgs € Ms}. (3.3.6)

Pour montrer que le probléme (3.3.4) est bien posé, il suffit de montrer les propriétés
suivantes :

1) Aj s (.,.) est continue sur X}, 5 avec une norme indépendante de 4.

2) La forme B s (.,.) est continue sur X ; x Mj; et la constante de continuité est
indépendante de 4.

3) Ak, (.,.) est coercive sur V, 5 avec une constante de coercivité indépendante de
d et Bys (., .) vérifie une condition inf-sup avec une constante indépendante de 4.

Remarque 3.3.2 La condition By, 5 (vs, qs) = 0 est équivalente a :

1, ik .
ol + —uk + Lu{: +d.ur =0
T T
et on note L "
divgu® = Bk + —uF + b + 9uk (3.3.7)
T T

Proposition 3.3.1 Pour k fixé, il existe j3 et X indépendantes de k qui vérifient :

Yus,vs € X}Cﬁ
A5 (us,v5) < B llusl x, [lvsll x, (3.3.8)

A5 (us, ws) > Ausl3,

A

Preuve 1) Si|k| > 2,0ona:

[As (us,v5) | < exlllursllar vrsllar + lluesllxr [vasllxr + lluzsllps l[vzsllx1). (3.3.9)
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Et pour les autres termes on a

0482 (s )+ )| < el 3310
+ llus|l s llvesll )

et

}Zik[(r_lugg,r_lvm)é - (r_lu,.(;,r_lvg,s)& | < CI<H’U,95HX3 Hv,.(;HX“1 (3.3.11)
+ ursll s leaslls)
et
|k2 (r’luzg,r’11725)6| < Huzéﬂ;c) HTerHX; (3.3.12)
On combine (3.3.9) et (3.3.12) pour montrer la continuité de Ay, 5.
Pour la coercivité on utilise la définition de .Aj 5 et on obtient
Ars (us,us) = as (s, tirs) + (1+E) (r s, 7 ttgs )
+as (ugs, uos) + (14 k%) (rugs, 7™ ugs) 4
tas (zs,tzs) + K (1 uzs, 1 zs)
> Cllunsles + luosll % + lusslzes)s
finalement on a le résultat en utilisant l'inégalité (a® + b® + ¢?) > F(a + b+ ¢)2
2)Silk|=1,ona
Ak (us,v5) = As (us,vs)
200 Hurs + ikugs b, 7 H{vrs + ikvgs Hs
+(7'71“z(5~,7'717)25)54

+

En utilisant (3.3.9), on obtient :

[(r= s + ikugst, 7™ {vps + ikvoss| < llurs + ikugs|l g2 | [lvrs + ikvos| o2

)s| <
| uzs, v oas)s| < (lussll e 0zsllas -

On en déduit que Ay s (us,v5) < B ||us y, [vsll, -
D'autre part on a

Aps (us,us) = As (us, us)
2(r~Hups + ikups}, v~ Hups + ikugs})s
s, r  uzs)s

5

= As (us,us) + 2 |urs + ikugsl g2+ lluzsll 2

+

On a alors Ay 5 (us, us) > A \|u5|\2X3 . m

140 .
J. Satourti



3.3. Cas général

Proposition 3.3.2 Pour k fixé, il existe ¢ indépendant de k et de ¢ tels que

Vg5 € Ms(S2), Yvs € Xp,5(Q)
By,5(vs, 45) < cl|vs||xlas]| L2 0)-

Preuve On a

By.5(vs,45) = bs(vrs, V253 65) + ik(ves, ¢5)s-
Si|k| >2,0na
(b5 (vrs, V255 45)| < er([[ors]
Si|k|=1,0ona
|bs (vrs, 0253 05)| < ev(l[vrs]| g +lvzs|lxn sl L2 () et |ik(vos, a5)s| < callvs||x; [as| L2y
Dot le résultat. m

xrHlvzsl|xn)lasl | L2 o) et lik(vos, as)s| < callves||xz g5l L2 o)

Proposition 3.3.3 Il existe c indépendant de ¢ et de k, (avec |k| < K) tel que :

B 5
Vg5 € Ms(2), sup ) M
v5E€Xk,5(2) [[vs]]xs

> Bk slles] L2 (0
Br.s =K "Ny *(log Ns)~".

Preuve Soit g5 € Ms(Q2). On a ¢s|o, € Pn,—2(%), or d’aprés [8, Proposition X.2.14
et (X.2.32)] et [8, (XI.1.51)] on peut construire sur chaque sous domaine €, vy, €
P, (€2)?, tel que

B VN, a1 _
Vg € Py, 2(),  sup Brwnnd) o g N, 2 (log No) Ylallzag,)  (3:3.13)

v, EPY, (20)° [lon| \H;k)(m)

On pose ensuite vs avec vs|q, = vy, et on a le résultat. m

3.3.3 Estimation d’erreurs

Proposition 3.3.4 Soit (u*, p*) la solution du probléme (3.3.3) et (uk, p%) la solution du
probléme (3.3.4). Alorson a :

[l —us| y, + Brsllp” = phllze) < C{Wielivfk [[w*—vs]] ,

K

Ay (v5, ws) — Ap s (vs, ws)

+ sup
w;s €Xp,5() [[ws]lv,
: k_ K
S P et ) PR
fQ fk’zg (r,z) rdrdz — (I(;fk, za)
+  sup )
25 €Xk,5(Q2) HzéHXB
ok .
Y ol )yl (n)dr
Ym €S
+ sup
Ys5€Xk,5(Q) Hy(i”XS
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Preuve La preuve est classique. On utilise la démarche des preuves des propositions
3.2.2 et 3.2.4, et on remplace (A (.,.) resp As (.,.) resp bs (.,.) par Ay (.,.) resp A5 (.,.)
resp By,s(.,.)), la norme ||.||, par ||.| v, et Tespace V5 par Vi 5. m

Proposition 3.3.5 Soit u* = (uF,uf, u*) la solution du probléme 3.2.3, on suppose que
u"'\m Hg,f;rl () alors il existe v dans Vi, et c une constante positive tels que :

[l* —vs]|,, < r/\4ZN‘” ||u/\|Hw(m> (3.3.14)
(=1
Preuve Soit u* = (u¥,uf,u¥) la solution du probléeme (3.2.2). On pose v} tel que

vFs et v¥; sont dédmts de la construction faite dans la preuve de la proposition 3.2.3,

)z By . . k 1 1 1r*2 .
C’ést-a-dire pour construire v,’s, on pose z; tel que z; = Il u,¢, ensuite on pose

M*

_ 1 * j 1 2 _mx2 12 12
= Z Z (ur Zé\ﬂf{)( )q)u e =z tz5,0,, = 7Tzv;ﬁz( Sk 6\%)\%,
n=leec;t

et

M~
~%,2 12 12 3 1 2 Z 52,4 n
- = Zi Us =zs + 2 m(o - . o™
7= ( S G 5m>m)v rs =2+t ) R (o, 07)

m=1

On définit ’l}fé de la méme facon en changeant v, par v,. On pose ensuite
by = —ik(D,(rofs) + 0. (rvFs)). (3.3.15)

On voit que par cette construction, que v¥y, v¥; et vf; sont nuls sur le bord et vérifient la
condition (3.3.7). Ensuite on a

L
Z: [Juey *Ufé”y('k)(m) < CM%;[\F” HUI:HH(*‘,f)*‘(Q[)*
et

Z Hu Um

Enfin la condition

Hiy (90 SW“ZN * Jfuy H;ﬂ“(nm

L
Z H“z - U’()CJHH' () < C)‘“"Z[\FM H“kHHfg‘(m)
= =1

se déduit de la condition (3.3.15). =

Remarque 3.3.3 1) Dans la preuve, on utilise toujours la condition K < Ns
2) Le terme Ay, (v5, ws) — Ag,5 (vs, ws) s‘annule si on cherche vs dans Vi, s N Ps_1.
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Théoréme 3.3.1 Soit (u”, p) la solution du probléme (3.2.2) et uf la solution du probléme

(3.2.10). On suppose que u*|;, < HZ}JI (), plg, € H* () avec sg > § (s¢ > § si

(< L) et f|n¢ € HY* (Q) avec o > 1 (o0 > %si { < Ly). Alors on distingue deux cas :
1) Cas homogeéne : Il existe une constante positive c telle qu'on a

L
[~ , + Brsllp® = phllzze) < ef(1+Xs) TNy log(Ny)* H“kﬂniiﬁsm
=1

L
+;log(Nl>m Hl’kHHf,f)(Qw

L
+Y N
=1

et g¢ est égal a 1 si lun des cotés de U est v, et intersecte au moins deux sous-domaines
Q0 # et 0sinon. Et \; est donné dans (2.3.38).
2) Cas non homogeéne : Il existe une constante positive c telle qu’on a

k
f HH(”;)(Q,)-‘}'

L
: : : 1, —s
[k —ub]| , + Brcollp* = Pillay < e{(1+Xs)2B5 YN, *(log Ny)*
=1

|uk HH‘(’ﬁ)“ (@)

L
+> N, *(log N;)**
=1

|P’GHH§,5) ()

kaH 3

L
+Y N,
2N @0

Preuve 1) Ona  sup
w5 EXy 5(Q)
En effet en utilisant la remarque 3.3.1 et (3.3.8) on a

L
Ak (vs,ws)—Ag,5(vs,ws) —s¢
e me=es < ey N,
SN

Tws T, ‘“H‘H?;)(szl) :

Ak (vs, w5) — Ap,s (vs, ws) < Bllvs — @s—1l y, ws |y, -

et
l[vs = @51l llwsll e, < (1§ = sl + [[5 = @1 4,) s, -

a)Silk| >2ona

1

wl

L
2
o sl = (sl o)

L
+(Z H“gé - Z“*HZ(‘H(Q&))%
=1

L
O |Jubs - zzé—l”ifgm(m))%
=1
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" (k) ;
(*) Si|k| > s, la norme ||. HH{U @0 = II- HHEU(Q”' On pose alors x,s_1 = Iy’ _ uk,

Tys_1 = H( ) _ubetm.s_ 1 = )71, % et on applique [8, Proposition V.4.2] pour dedulre
que [|uf — x5 IHX < CZZIN o H“éHHf )(Q0)

(**) Si|k| < s, lanorme |. HHFU @) = Ml @, o ll-llvs (o)) suivant la parité de k
et s. Alorsona:

Il- HH;U(m) <c(s) I Hy(aw(m)‘

D

¥ =@l < LIZN * H'“‘&HHf @0

Le cas |k| = 1 se traite de la méme fagon
On peut aussi étendre le résultat [8, lemme X.1.9] pour déduire qu'’il existe un opera-
teur [I§°_, qui satisfait

v s
[lv— H‘NL:—I,UHH(IH(QU <cN™* HUHH%(QO

avec v € Hj () NH{; (). On pose alors a5_yjq, = ﬁ’,{}jﬁluﬁh , on somme sur £ et
on utilise la remarque 3.3.1 pour conclure. Les majorations
k drds—( f* L .
Jo FFzs(r,2)rdrdz—(f ,25)6 < ZN[W fé‘
=1

Su]
P (BT

25€X, 5

L
inf ||p* — qg“l?(ﬂ) < ZN[S( HP’ZHH*‘& ()

- s
H{Y (20)

qs€Ms
= % S +p n(n)}.[y,)(r)dr
YmES s
Etyfé;gﬁ TusTa, <LZN “ 1ogN()9"(Hp/HH.[ (ﬂ;)+HulHH (szi))'

sont prouvés exactement comme celles du theoreme 3.2.2, avec la remarque que

-l gze ) < II- HH:f)*(Q[) <cll. HH” (Q,)Vk € Z.

5) Dans le cas homogene, d’apres la proposition 3.3.5 on a

inf H’u,k—’U(;HX3 < C)\%N{S_S

05V s H“k Hkaj)l(n) :

5.a) Dans le cas non homogeéne, on utilise (3.2.43) pour déduire que

i [l < AN o

v5€Vk, 5 (DN

ot 7 = N7 (log Ny). m

Théoréme 3.3.2 On suppose que f* ¢ HYH(Q) et g% € HETH(Q) avec s > 3. Soit
(u®, p*) les solutions du probléme (3.2.2) et (uf,p¥) du probléme (3.3.4). On distingue

alors deux cas
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3.3. Cas général

1) Cas homogeéne : Il existe une constante positive c telle que l'on a :

Huk—u(;HXS-‘rﬂKaHp —p5||Lz(Q <¢(1+/\‘;)45up~{Nl s E(;}kaH - (3.3.16)

2) Cas non homogéne : Il existe une constante positive c telle que l'on a :

[ =], + Breal P~ phlliz) < e(l+As)} sup{N}~*, 57 BS) (3.3.17)

k
1+

ott N5 = min {N,,1 < ¢ < L}, E§ resp \s sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).

Preuve On écrit u* = uf reg T r]uSSke) +>ay S,k uk = uk reg +1]u5§)f2, + Zausﬁf;ﬂ et
=2 =2

pF = p,.e_,] + 7],,5;(;3 +> a,,S,()e) . D’une part on combine le théoreme 2.4.7 et [8, Théoréme

o = 582, ex -

utilise le résultat du théoréme 3.3. 1 et (3.2.48) pour conclure. m

k
ul —

XI1.1.12] pour estimer

2 d’autre part on
L3(Q

5.
solution du probléme (3.2.2) et us la solution du probléme (3.2.10). On distingue deux cas :
1) Cas homogéne : on a

Théoréme 3.3.3 On suppose que f € H‘ (Q) etg € ka> (), avec s > 3. Soit u la

k_ .k 3 1—s
a2k |2 o < 1+ As) sup{ N}, Ny (log Ny )? }Hf HH%I(Q). (3.3.18)

2) Cas non homogéne : on a

. . 1 —s Ar—1p— 0
[ —uf|l 2 < e(L+X6)7 sup{N; ™", Ny ' 55! (log Ng)°E5'} (3.3.19)

k
<Hf HH(S;)‘(Q) le* HHEIS(Q))'
avec o = 0 si la décomposition est conforme et 1 sinon. N5 = min{N;,1 < ¢ < L} et E¥
resp As sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).

Preuve On a < X X >

k_,k u’—ug, h
u—uf = sup ——F—i—F. (3.3.20)
I ’ HL%(Q)S nerz@ys 1Bl )

Pour toute fonction h dans L7(§2)?, on note (x*,n") 'unique solution dans H,, () x
L2 () du probl‘eme

—OiXFe— 7 rxr[ Ok, + L XM + 28 xE , + O = hk, dans
—92XG, — *0 X” xbo+ Hg XW 2k + Enf = hf , dans Q
—OIE ROk - OXE Rt + 0 = h¥, dans
OxE o+ 3XE o+ Exf 4+ x5, =0 dans

X _0{ sur 9y sil > Lo

surpsil < Ly
(3.3.21)
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3.3. Cas général

En utilisant (3.3.3), on déduit que (x* ) appartient a Hf, . (2) x L () et
A (XF, uF—uf) Z / +77 Frum). uf —ubldr = <u}‘—u5 hk>
Fm€ST ™

avec Ay, (., .) défini dans (3.3.2).

a) Pour majorer le terme )~ ﬁ(
YmES
fagon que dans (3.2.52). On a:

+ 7*1.,).[uf —uf]dr on procéde de la méme

> / (25— + 0 1) [uf —ufldr| < Ny '(log Nj) Hhk| s Huk—u’g'HXS.
qmes Mo, L(Q)
et
k_ .k 1|k k_,k
Z / Onm +'r] nm) [u” —ugldr| < cNj Hh ’L%(sz)i‘ Hu —uéH%.

Ym €S
dans le cas conforme.
b) Pour majorer le terme Ay, ( u"—ué) on utilise la méme démarche que dans (2)
de la preuve du théoréme 3.2.4. On a

k o . o
A (Xt —uf) = Au(x® —xE_pw —ug) + Au(xs 1 uf —up),
On choisit x;5_; tel que Xs—1)0, = (ﬁdzvir) Oﬁdwﬁz)) (xo), ﬁdiv(r) resp Hdzt(zl) sont

déduits de Hﬁ”(’i resp Hf\}‘fﬁz]) par translation et homothétie et oul Hd‘”(’) est l'opérateur

de projection de HUC)(> () dans 'ensemble des fonctions qui sont des polyndmes de degré

inférieur a N dans la direction r, et Hdw(z) est lopérateur de projection de H( oo (Q) dans

I'ensemble des polynémes de degré inférieur a N dans la direction z. Et qui sont en plus
a divergence nulle. Avec un tel choix x;_; € H(1k>o (Q)NVisNVy, etona

AOds 1w =) = (£ 1) = (@of* X 1) (33.22)

et
L
‘|Xk'—>(}§¥1”az3 < CN{I; HXkHH(1M(95) :

Ceci implique que

Ae(XF —xE oy uf—uf) < CHX‘"—X'LLHX,H”k—ul«?ﬂx,
< eNg 1; HXkHHIk (©0) [ ""6”;\5z
< et et G329
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

En effet d’apres [8], on a puisque 2, est convexe

¢ e, )+ 171220 < 2]

L3(20)?
d’ot
L

Z (HXkunl @)t anHLf(Su)) < (’Hhk‘

(k)

a2

On sait d’aprés 2) de la preuve du théoréme 3.3.1 que si f* € HY, () alorsona :

(F5 b0 )= @t X )sl < VY

P e o O ) 3320

Pour majorer ||u’“—u§”%, on utilise le théoréme 3.3.1.
Enfin en combinant (3.3.16), (3.3.20), a), (3.3.23), (3.3.24) et le théoréme 3.3.1 on
déduit le résultat. m

3.4 Retour au probléme tridimensionnel

On pose
1 . . 1 3 ;
U = o Z Reu® (r,2) e et prc = o Z P* (r, 2) e, (3.4.1)
<K (<K

Soit (@ x,s, Pr,s) 'approximation de la solution (i, p) du probleme (3.1.1), avec

5 1 i . . 1 )
UK,s = 5= Z Rous (r,z) e et pr s = e Z P§ (r,2) ™™, (3.4.2)
[k|<K [k|<K

Le couple (ug,p?) est la solution des problémes (3.2.9) et (3.2.10) avec f° et g° pour
second membres. Le couple (uf,p¥) avec k # 0 est la solution du probléme (3.3.4) avec
second membres f* et g*.

Soit (ﬁ’}{yé,ﬁ}ﬁ) 'approximation de la solution (i, p) du probleme (3.1.1), avec

o 1 : - 1 : ik
Ui = 5o Z Rg?l.);{ﬁ (r,2) e et Pko =5 Z [})}(75 (r, 2) ™. (3.4.3)
|[kI<K |k|<K

Le couple (u‘}w?p‘,‘(y&) est la solution des problemes (3.2.9) et (3.2.10) avec second
membres fY% et g%. Le couple (uﬁ(ép’f\é) avec k # 0 est la solution du probléme (3.3.4)

avec second membres f%. et gk..

Remarque 3.4.1 Si i € H'(), alors itk 5 et i} ; n'appartiennent pas nécessairement a
H (). Pour le retour au probléme 3D, on doit définir une norme qu’on appelera (111 %,
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

Notation 3.4.1 On définit la norme Xs par :

L
Lo, = O 130 ,)® (3.4.4)
/=1

Théoréme 3.4.1 Soit s > 3, f est dans H*~1($2) et § est dans H*+($2). Alors si ('&;{vé,ﬁ}‘(vé)

est Uapproximation de la solution (i,p) du probléme (3.1.1).
1) Cas homogeéne :

= Fiesllize < c(l+ )i {sup(N) ™" E5)  (3.4.5)
]

@ — it 5| g, + s

Hs 1(())'

2) Cas non homogéne :

= Pisllize) < e(l+As)% {sup(N; 85 'EF) + K'°}

(s ) * Nl 340

| — 4% 5 |A?3 + Br.s

ot Ns =min{N;,1 < ¢ < L}et E§ resp \s sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).

Preuve 1) Cas homogeéne :
L
a) D'une partona ||.[| ¢, = > ||| 15, d'autre part on décompose ||a — ﬁ’;{,éH)& en
=1 :

trois parties :

L
@ -t sy < > Al — Ul 6,

=1

[k = cs e s,y + 1850kl gas -

On distingue trois cas :
(*) On a d’apres (1.6.6) et (1.6.5)

L

L
>ola- T lg 1, < oy H“k_“gHHgk)(m) .

=1 (=1keZ
On remarque que
L
Dl 2 = -l sk #0
=1
et
L
2w =gy iy el i e =
= HYy, (%) xt zZ
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

Donc on peut utiliser (2.3.53), (3.2.49) et (3.3.16) et le fait que Es < Ef pour déduire
que

L

o o 1 s ;
i = il < o1+ M) sup (N ESYY[ £
= kez @

Enfin 'équivalence des normes H k‘ et H VH _, donne que
d gz ! H (@) Pl q
L 1
% — o) <e(l+ ) ¥ sup{ N5, ES H “H .
; % — txllgr q,) < e+ As)? supf 51| F —

(**) On a d’apres (1.6.8)
7 L
Z HﬁK_’V‘KﬁHHI(m) < CZ Z H“k_”{SCHHIk ()’
=t 1K<k ®

on conclut comme dans (¥).
(***) En utilisant (3.2.9) et (3.3.8) sik =0,o0na

s —w3lly < vAs (w5 — uf,us —uj) = Y(Ts(f0 = i) uf —uf)
lluos — ugslzy < Bars (uas — gy, uas — uis) = BEIs(f§ — fix)s wos — uis)
ce qui donne
llus — ujllz + lluos — ugsllay < |\Ia(f0—f?<)HZ+Hfé(fg—fgx)uxll
1Z5(£3 = £350)] 2,

avec 5 = (f2, f3, f2). D’autre part si k # 0, on a d’apres (3.3.8) :

A

IN

|\u§7u’g*}|ix < M (u§7u’g*,u’g7u’g*)

NTo(F* = flo)ub - uf) <cl

Ti(f* ~ 5|, b =kl -

D’ou on obtient :

L L
Z HﬁKﬁ_ﬂ;ﬂﬁ |H1(f2e) < ¢ Z {Z }'ug_u§*|‘H(1k)(fz4)}

(=1 [k|<K €=1
< e fub—ubly,
[kI<K
< oY |mstrt - £
3

k<K

IA

e Y AT = Tsf Mo + 1F5 — o852

[k|<K

HIFE = Flclla}
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

Pour le premier terme > {||f* — Zsf¥||x, ona:
[k|<K

L
DR UF 23 | O DI [V £ T

|k|<K (=1|k|<K

IN

L
— %
eN'IIf Ilexz t c20)-
=1

et pour le terme Y ||£% — Zs£%)||x,, ona:
IKI<K

L
ey > Ik *Iéf];(HHEU(Q;)

Dok —Tsfiolla, <
[kI<K (=1|k|<K
L
< NI \\f’%\\ug;%ﬁ;)
(=1[k|<K
L
< CNl_SZ Z {ka - f}I\}HHz‘E)l(fz,) + kaHkaj)l((),)}
(=1|k|<K

On utilise de nouveau (1.6.6) et (1.6.8) pour conclure que

L
. g
DM lleret ey < ellf Ml

(=1[k|<K

et

L
k k ¥
Z Z {if —fKHH-(‘;l(m> < cl|fllg- 1y

)
(=1|k|<K

X3, ON A

Pour le dernier terme Y ||f* — £l
[k <K

A

L
Do Ll <0 >0 = Fill, @

|k|<K (=1|k|<K

L
> IF = Frlla @
=1

IN

On utilise (*) pour conclure que

L
e I = Frllay < Kl @)
=
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

Finalement, en utilisant (*), (**) et (***) on obtient
& 2y S CUH+ A (N, ) + K1} | £]
On utilise la méme démarche pour démontrer que
Brsllp =Pk sllizi) < CL+Xs) )2 {sup(N; ~*, E5)
] N

He=1(0

He- J(Q

et la preuve est terminée.

2) Cas non homogene :

Comme dans le cas axisymétrique et général, le terme ;' intervient dans le facteur
contenant |ul|, et ||u¥||,, . En utilisant 1), (3.2.50) et en sommant sur k dans l'inégalité
(3.3.17), on obtient (3.4.6). m
Théoréme 3.4.2 On suppose que f € H*"1(Q2) et § € H*+'() avec s > 3. Soit 4 la
solution du probléme (3.1.1) ik s et ﬂ}(,é les sommes finies induites dans (3.4.2) et (3.4.3).

1) Cas homogeéne : on a

o o 3 s _ .
[t = i 5] gy < e(1+ Ag)F {sup(Ng~*, Ny ' E7) (34.7)
K s
KIS He-1()

2) Cas non homogéne : on a

= il ays € e+ )t sup (NI~ NGB log Ny 5. K1)

(4 e (2))- (3.4.8)

() g1

ou ¢ = 0 si la décomposition est conforme et 1 sinon. N5 = min{N,,1 < ¢ < L} et E55 resp
s sont définis dans (3.2.46) resp (2.3.25).

Preuve 1) On a
([ — tiscs| oy < 18 =t agerys + [ =i o] oy e
Or d’aprés
%] ggo1 ey < CHfHHH(ﬂ)'
on déduit que

L
Hﬁ—ﬂmé”p(ms < C{Kilszﬁ”st(fz)*ZZ Huk_u(lgHL%(QZ)B}

(=1IRI<K
< K| F Hs,,(Q)Jr Z (LZHUIC_":;HL;(QZ)S)}‘
IKI<K (=1
s C{K%is fHHs—l(Q) HZQ(HU' u"HL2<ﬂ)‘} (3.4.10)
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

- N . ok
On utilise le théoréme 3.2.4, pour majorer ||uf—uf HL%(Q)T

2) La coercivité et la continuité de 4, et le fait que
Ap (uF—uf, uf—uf) = <Io~fk,uk—u§>.
nous mene a utiliser la méme démarche que dans la preuve du théoreme 2.5.1, pour

déduire que
HﬁKﬁ_‘v‘}ﬁHm((z)s <oK' N;T)

il

Hsd((z)'

En combinant 1) et 2), on déduit le résultat. m

3.4.1 Algorithme de Strang et Fix

Le probléme discret : cas homogene

Dans cette partie on va agrandir I'espace discret ou est définie la vitesse. Pour la
pression, on garde espace M;. On va se limiter au cas homogeéne avec w; = 3 et
wy = 5. Pour cela, soit S la premiere fonction singuliére de la vitesse, on définit, alors
I'espace Z 5 comme suit :

Zs=Z5;+RS;

Cest a dire, si 5 appartient & Z il existe u; qui appartient 4 Z; et A appartenant a R
tel que :
s = us + AS

On sait que S, appartient a Vi (2) x H{ (Q), on définit, alors la norme suivante :

o 2 2,1
sl = (lusliz + AP 11S1z) 2
Ainsi, on définit le probléme discret comme suit :

Pour une donnée f = (fi, f2) continue sur Q, trouver 5 = (s, Us,) dans Zs et ps
dans M; tel que pour tout ©¥5 = (0s,, U5.) dans Z; et pour tout g5 appartenant a My, on
a:

{ s (s, B5) + bs (85, p5) = (L5, 9);5 (3.4.11)
bs (ts,95) = 0
avec
a5 (U5, 05) = ars (tsr, Osr) + s (Usz, Us2)

oll as (.,.) est défini dans (2.5.21) et ay (., .) est défini dans (2.5.37) pour k = 1, et
(Zsf,05)5 = (Zsfr,Vsr)s + (Tsfzr V52)5 -

Enfin, bs (.,.) est définie de la facon suivante, pour &5 = @s +AS1, dans Zs et qs dans
Ms :
5 D .
bs (s,qs5) = —Z (divyus, gs) y, + )\/ (div,S1)qsrdrdz). (3.4.12)
=1 Qe
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

Comme div,S1, =0, 0na

bs (15, qs) = bs (us, q5)
Soit le noyau discret de by (., .)
Vs = {55 € Zs, bs (B5,q5) = 0,Ygs € ]\'[5}-

On va montrer que le probleme (3.4.11) est bien posé, on commence par montrer les
propriétés suivantes :

Proposition 3.4.1 La forme bilinéaire a; (., .) est continue et coercive sur %07,; et il existe deux
constantes o et f3s telles que

Vﬁ(;,’ﬁg S %’5,
as (s, 05) < o5 |l@slly 5 |9sll
s (Gs,t5) > Bs sl - (3.4.13)

Preuve 1) On a s (s, O5) = a1 (tirs, Ors) + Gs (Uzs, U25), €L

s (s, 5=6)] < @ sl sl
a1 (s, Urs)| < an [|trs]

x. Mlorsllx,

Dol

las (s, B5)] < nllltzsll vz + drsll 2, ) N0zsll g + sl x,)
et

llizsll g + lldrsll v, < ellislly,

en effet sur chaque Q, on utilise I'inégalité (a2 + bz)2 < 2(a + b) pour déduire que

(llrs|

< of(lfurs]

2 p 2 1 2 p 2 1
o F PSR ® + Ulossllyy + AP 181:]3) 2

1
x T H”zé“;\'})z + |>‘|2(H517'5| x T HSleXll)z] 2.

On a alors le résultat de la premiére inégalité.
2) On prend @5 = us + AS; de Vs, (puisque div,.S1, = 0). Alors on a d’apres (2.5.27)
et (2.543,k=1),ona

L
° o o 2 2
s (iiss i) > €Y {(urelZp ) + M IS0t 0)

=1
2 2
el + A2 [S1rstlis )}
D'ou
o o o ’ 2 2 2
as (s, @) > d(|lusllz, + A [1Slz,)-

n
On démontre maintenant la condition inf — sup sur bs (., .).
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

Proposition 3.4.2 On a la condition inf-sup suivante sur la forme bs (.,.). Il existe une
constante S35 telle que

bs (115, g5
Vgs € Ms, sup M > Bs llasll p2(ay »
asez; sl z 1
avec 1 B
Bs = Ny *(log Ns) ™.

Preuve Puisque l'espace Z; est inclus dans I'espace Z; on a

bs(fta,qa)z S ICID)
as€Zs HWHZ usezs sl

Z

et puisque
b5 (us,q5)
sup ————

> Bs llgs
usezs luslly

L3(Q)°
ceci termine la démonstration. m

Proposition 3.4.3 Pour tout f appartenant a L2 (52)2, le probléme (3.4.11) admet une
solution unique (s, ps) dans Zsx M;s vérifiant :

ll@sllz, + s HP(SHLf(,Q) < CHfHLg(Q) .

3.4.2 Estimation de lerreur

Ici on s’intéresse a l'erreur sur la vitesse car c’est elle qu'on va améliorer. Puisque la
forme ds (., .) est continue et coercive, on montre de la méme fagon que dans le chapitre
précédent, que l'erreur entre la solution du probléme continu (3.1.1) et celle du probleme
discret (3.4.11) vérifie la proposition suivante :

Proposition 3.4.4 Soit (u, p) la solution du probléme (3.1.1), (%5, p) la solution du probléme
(3.4.11). Alorson a :

- . o A—Aj)(D5,b5
llw = dasll 2, + Bs llp = psll 2y < ef inf [u— b5z, + sup AFabatal)
B5EVs Ws€EZ; 4
(b*brs)(ﬁfmqrs)]
Twsllz,

e
* okl — aslligoy + sup

X [ (C g pa(n)lbs)(r)dr
+ sup 1mE=2 }

A [lsl 2,
WsEZ; o

Jo F105 (r,2)r dr dz—(Ts £ 30s) 5
o1z,

+ sup
Wy EZ5
(3.4.149)
ou ¢ est une constante positive indépendante de 4.

Preuve La preuve est une conséquence directe des propositions 3.2.2 et 3.2.4. m
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3.4. Retour au probléme tridimensionnel

Théoréme 3.4.3 Soit (u, p) la solution du probléme (3.1.1), (4, p) la solution du probléme
(3.4.11). On suppose que pour 1 < £ < I, ujq, € Hy* ()%, plo, € Hi* ™! () pour tout
s¢ > 2 et que la donnée f vérifie f|q, € H* () pour tout o, > 1. On a alors :

L
o 3 —
lw = dsll z, + Bs lp = poll L2y < C(1+)‘5>4;[N[ S‘108;(N1’>(Hump||H;z+1(m>z
=1

+|pie, HH(I’ @)

+Nl_al )f\ﬂi

).

HY*(Q0)?
Preuve D’apres (3.4.14) on remarque que

nf w5z, < it u— vz,

D5 EVs
en effet il suffit de prendre u — d5 = u,¢q—vs. Le terme  sup (Aflﬁgﬁ)‘(‘”f’"’ ) est majoré
. Zs
WsE€EZs

L
par >N, % Hu|m|\H.~[+1<m)2 si on choisit ©5 = v; (voir 1) de la preuve du théoréme
=1 N

(b=bs)(35,95)
llwsll z,

3.2.2. Le terme sup
Ws€Z;5
majorent comme dans le théoréme (3.2.2). m

s’annule pour g5 € Ms. Pour les autres termes ils se

Théoréme 3.4.4 On suppose que f € H*™' (Q) x H{™' (Q) et g € H(Q) x HST ()
avec s > %, alors il existe une constante positive c telle que, la solution (u,p) solution du
probléme (3.2.2) et (15, ps) solution du probléme (3.4.11) vérifient :

1) Cas homogéne : on a

e = sl + Bsllp — psllizcey < 1+ A)  sup (NI B} [ Fllere (3415)
2) Cas non homogeéne : on a

lu = dsll + Bsllp = psllizio) < e(1+Xs)? sup{N; ™", 85 E3°}
(”f”nf*l(n)z + ”gl‘fjf“(n)) (3.4.16)

ot
Ns =min{N,,1 < (<L} et B} =max{E}°,1<(<L} (3.4.17)
0 si € ne contient pas des e;,
EY¥ = N (logN, )t siy contient e; avec w,, = z, (3.4.18)
—an(3x = .
N5 (1og N,)3  si Oy contient ¢; avec w, = 3

et \s est définie dans (2.3.25).

Preuve La preuve est identique a la preuve du théoréme 3.2.3. m
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3.5. Ecriture matricielle du probléme de Stokes

3.5 Ecriture matricielle du probléeme de Stokes

3.5.1 Dans un cylindre de référence

Cas axisymétrique

(2)
Onrappellequer(z) 1+c oul<i<N+let&,0<j<N.Ona
N+1 N,
urn ( = Z“ru L () (=),
i= 2170
Uz (r,2) = Z Zuzm (1) (2)
i= 1J 0
PN = E Z pum (rym;j (z).
i=2=1

On pose Z, respectivement Z*, respectivement B 'ensemble d’indice (7,j), 1 <i < N
etl <j <N —1,respectivement2 <i < Netl<j<N — 1, respectivement (i =N+1
et0 < j<N,1<i<Netj=0ouyj=N).Onremarque que u,;; 7gr( ,§])et
Uz = gz(rf).{,-) sur B. On pose U le vecteur u,;;, (i,j) € I* et u, ;;, (i,7) € I.

(1)

N N—1 (1)
1) Pour m = 1, py = > 3 piym; ~ (r)m; (z), ot m;
i=2j=1

respectivement m; associé

avec r£2) 2<i< Netg;,1<j<N-1.0Onnote P le vecteur constitué par p;; 1 <i < N
et0<j<N+1.
Le systéme linéaire s'écrit

(o 7)) -(3)

Les expressions de A, B, F et

A0 B, F, U,
= a )= (5 )= (8 ) (i)

La matrice A

La matrice A, est constituée d’éléments a1y (I21;,1%1;/) avec (i,5) € I* et (i',j') € I*
et la matrice A, est constituée d’éléments ay (121;,121;/) avec (i,5) € I et (¢, j' ) el

La matrice B

La matrice B, est constituée d’éléments by (1Z1;:,0,121;) avec (i', ') € T et (i, ) € IUB
et la matrice B, est constituée d’éléments de type by (0,121;:,121;) avec (i',5') € I* et
(i,j) e IUB.

La matrice U

La matrice U, = u,;; avec (i,j) € I* et la matrice U, = u. ;; avec (i,j) € I et p = p;;
avec (i,7) € I*.

La matrice F' se décompose en F, et F, avec
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3.5. Ecriture matricielle du probléme de Stokes

Friy = 145,002,600 0 — S g, (2, &) arn (21, B10), (i, §7) € I*
(i,j)eB

Foop = 145006000y — Y 0. (P, 6)an (B, 21;0), (i, §) € I .
(i,j)€B
Cas général

Cas |k| > 2 Le systéme s'écrit :
BI' 0 P ) L0
La matrice U}

Le vecteur Uy, est constitué des u,,;; = u’ﬁN(rgz),Ej), Ugij = 'u,’gN(r,(;z),{j) et u.j =
u’;N(r?>,5]), (i,7) € I*. Py estle méme que P pour k = 0.

La matrice Ay

La matrice Ay se décompose en Ak, Aok, Aror €t A,y avec :

Ark Avgr 0
Ap= "4 Ao O
0 0 Ak

La matrice A,, est constituée d’éléments aN(l7(¢2)lj., lf?)ljr)-&-(l +k?) (7"1l52)lj, r’llg,”ljr)N
avec (i,7),(¢,j") € I'*.

La matrice A, ¢y, est constituée d’éléments Qik(r’llgz)lj, r’lli:z)l_,-/ ) avec (4, 7), (¢, 5') €
I*.

La matrice Ay, est constituée d’éléments a,N(lf)l,, lf-,z)lj:H—(l + k?) (r’ll,(;z)lj, r’llﬁ?)ljr)N
avec (i,7),(¢,j") € I'*.

La matrice A est constituée d’éléments ay (11, 121;:) + K2 (=11, 71U P10 ) v
avec (,7), (¢, j') € I*.

La matrice F},

F}, se décompose en F), resp Fyy resp F; avec

10D 600 pjr — Ak (G, riry), (1,5) € T
L1 P €00 pje — AN (GF o), (15) €T
L1 60w 0y — An (G Leiry), (@) € T,

ot §* = g*(r® &), (i,5) € Bet 0si (i,j) € T
brirge = (19131,0,0) oy = (0,171,0) et €. 50 = (0,0,

La matrice B,
La matrice By, se décompose en B,, By et B, avec
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3.5. Ecriture matricielle du probléme de Stokes

La matrice B, est constituée d’éléments bN(ll(,Z)lj/,Oﬁ lEQ)lj) avec (i,7) et (i',j') € I*.
La matrice By, est constituée d’éléments ik(ll(z)l_,-.r’llg;z)lj/)jv avec (i,7) et (i, ') €
I*.

La matrice B, est constituée d’éléments by (0, 15,2)1_,-/ Z(2>ly) avec (4,7) et (¢/,j") € I*.

2 Y

Cas k = +£1 Le vecteur U, est constitué par u,;;, ug,i; (¢,7) € I etu. g, (i,j) € I*
La condition v,y + ikvgy = 0 sur I'y se traduit par :

Upj +ikug; =0,1 <j <N —1.

Ici I'idée est d’introduire une matrice qui injecte cette hypothese. On l'apellera R,
avec
Ui = RtUi.

Le systéme devient

RIA+Q+Us + RIB+Py = RUF.
BIRiUi =0

Matriciellement le probleme s’écrit :
RierilRi1 RY By Usr \ _ [ Fu
BT Ry 0 Pyoj \ 0 )°
3.5.2 Dans un domaine décomposé

L
Soit ) = ZUIQZ La matrice Ay est présentée sous la forme donnée dans (2.6.2) et By
est de la forme

Ey 0 - 0
0 By -~ 0
By =
0 0 - E
F, F - Fp

ol Ey,1 < ¢ < L, sont les matrices qui agissent sur les nceuds internes a {2, et les matrices
Fy,1 < ¢ < L agissent sur la squelette S. On resoud alors le systeme
AUy + By Py Fy (3.5.1)
BFp, = o.

On peut traiter chaque sous domaine par un algorithme itératif.
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3.6. Résultats numériques

3.5.3 La matrice des joints

On note () la matrice qui traduit la condition de transmission aux interfaces des sous-
domaines. On ne résout pas le systeme (3.5.1) parce qu’il comporte de faux degrés de li-
berté qui sont les valeurs de la solution aux nceuds dits esclaves. Ces noeuds sont éliminés
par l'action de la matrice Q. Le systéme global qu'on résout est alors :

(QTAQ)Ur + Q"ByPy = QTF (3.5.2)
BFqQpP, = o.

3.5.4 L’algorithme d’Uzawa

On pose QTAkQ = A~k, QTBk = B)C et QTFk :NF}‘"N' - o
On calcule d’abord P a aide de l'équation BY A, 'B).P, = Bf A;'F; ensuite on

calcule Uy qui est égale & A, 'Fy, — A ' By Py

3.6 Résultats numériques

Dans cette section, nous allons présenter comme dans le cas de I’équation de Laplace,
des tests numériques. Ces tests confirment bien les résultats théoriques dans les deux cas
axisymétrique et général. On se limitera aux deux types de domaines Q® et Q°.

3.6.1 Cas axisymétrique

Dans ce paragraphe, on commence par faire des tests sur un domaine de référence Q
sans décomposition en sous domaines.

Domaine 2 = [0, 1] x [-1,1].

1) Pour un premier test on utilise les données suivantes :

fr = —45/4r3/222 — 2T/2 _ 1 f. = 3/8r/?2(2522 4 24r?),

g =17/222 g, = —3/2r%/23,

N = 20.

Dans les figures 3.2, resp 3.3 et 3.4 on représente les tracés de u, resp u, et p.

2) Pour un deuxiéme test, on considere les données suivantes :

fr=—6r,f. =162,9, =0,9. = 0, N = 24.

Dans les figures 3.5, 3.6 et 3.7 on présente les tracés de u,, u, et p.

Commentaire : dans ce cas la solution exacte on I'a connait et on a bien (u,,u.) =
(0,0).

Domaine Q*

Soit le domaine Q% décomposé en trois sous domaines, voir la figure 2.4. On considere
les fonctions f, = 1, f, = 0, g, = /222, g. = —3/2r%/223  avec N = 20 sur Q, Q¢ et Q% et
N = 22 sur Qf. Dans les figures 3.8, 3.9 et 3.10, on représente les tracés de u,., u, et p.
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axe-z-

FIGURE 3.2 — Tracé de la fonction u,

axe-T-

FIGURE 3.3 — Tracé de la fonction u,

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.5
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3.6. Résultats numériques

FIGURE 3.4 — Tracé de la fonction p

FIGURE 3.5 — Tracé de la fonction u,
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3.6. Résultat

axe-I-

FIGURE 3.6 — Tracé de la fonction u.,

ane-I-

de la fonction p

- Tracé

FIGURE 3.7

J. Satouri
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3.6. Résultats numériques

FIGURE 3.8 — Tracé de la fonction u,

axe-I-

FIGURE 3.9 — Tracé de la fonction u.
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axe-t- 0.5

FIGURE 3.10 - Tracé de la fonction p

axer-

FIGURE 3.11 — Isovaleurs de u, avec N = 20 sur chaque sous domaine
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aweT-

axe-I-

FIGURE 3.12 — Isovaleurs de u, avec N = 20 sur chaque sous domaine

FIGURE 3.13 - Isovaleurs de p avec N = 20 sur f, Q4 et N = 22 sur 2§
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3.6. Résultats numériques

Dans les figures 3.11, 3.12 et 3.13, on représente les isovaleurs de u,., u, et p.

On remarque l'exellent raccord entre les trois parties du domaine Q et la bonne
répartition des couleurs dans les figures 3.11 et 3.12.

Remarque 3.6.1 Dans Uexemple précédent la solution exacte n’est pas connue.

Mesures de l’erreur sur le domaine 2

On considere les fonctions singulieres suivantes :

wp = 17222 u, = —3)25/%% p = p1/2

On mesure alors les erreurs [|u — us | ;2 5 [t — sl 1 (9o €L P = sl 1250y, SUT Qe

N Norme L2dep | Norme L2de u

Norme V' x Hlde u
8 | 9.8305x10-% 7.4125x10-6 7.5842x10-5
16 3.7346x10~6 4.5674x10~8 1.1940x10-6
20 1.2261x10—-6 8.4821x 109 3.0756x10~7
24 | 4.8009%10-7 2.1992x10-9 1.0347x10-7
30 | 1.6068x10-7 | 4.4262x10-10 2.6800x10-8

On représente alors les courbes (logm(N), logyg ||lu — Ué“m(ﬁn)))

(10&0(]\7)7 logy flu — ué’”Hl(fzu)) et (logm(N), logy [lp — P(5|‘L2<(za)>> sur la figure 3.14.

—— 1%

Log,fermeur)

12 13 14 15
Log, (W)

FIGURE 3.14 - Les courbes d’erreur sur u et p

Commentaire : sur la figure 3.14, on remarque qu’on obtient des droites ce qui

confirme les estimations dans le théoréme 3.2.2.
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3.6. Résultats numériques

Domaine Q°

Soit le domaine Q° illustré, dans la figure 2.8.

On considére les fonctions, f, = —6r, f, = 162,g, = 13, g, = —4r?z.

On représente dans les figures 3.15, resp 3.16 et 3.17 les tracés de u, resp u. et p avec
N = 30 sur chaque sous domaine.

[N |
axe-r- axe-I-

FIGURE 3.15 — Tracé de la fonction u,., avec N = 30 sur chaque sous domaine

o

axe-r- 04 axe-z-

FIGURE 3.16 — Tracé de la fonction u.

On représente ensuite dans les figures 3.18, resp 3.19 et 3.20 les isovaleurs de u,.
(avec N = 30 sur 5,058,984 et N = 28 sur Q¢ et Q2), resp u, avec N = 30 sur chaque
sous domaine et p avec N = 30 sur Q3,Q5, Q4 et N = 28 sur Q¢ et Q2.
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axet- oA

axe--

FIGURE 3.17 — Tracé de la fonction p

0.8 02
0.8 07
0.7

08
08

o 0s

@ 05

&

" 0.4

03 03

0.2 02

0.1 01
1 EE 0 0= 1

FIGURE 3.18 — Isovaleurs de u,
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axe-z-

ae-r-

FIGURE 3.19 - Isovaleurs de u.

1 0.4
0.8 0.3
0s 02
07 o

o
08

0.1
0s

0.2
04

03
03

0.4
02

-1 -05 o 0s 1
axer-

FIGURE 3.20 - Isovaleurs de p
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3.6. Résultats numériques

Commentaire : on remarque dans toutes ces figures 'exellent raccord entre les cinq
parties du domaine Q°.

Mesures de erreur sur le domaine
On considére maintenant les fonctions suivantes dans le domaine §2° :

wp =77%2% u, = 73/2r‘-’/223,p =-r

On mesure les erreurs ||u — ws| 2o > | — sl g1 (30 € 1P = Psl 2 (30, U ok

N | NormeL2dep | NormeL?dew | NormeV}xHldeu

8 7.0340x10—° 4.4125x10-6 4.1011x10-5
16 3.9970x10-6 4.3193x10-8 1.3043x10-6
20 1.5144x10-6 9.7311x10—9 4.0839x10—7
24 7.0100x10-7 2.8579x10—9 1.5671x10—7
30 2.7460x10—-7 6.1090x10~10 4.7943%x10-8

Dans la figure 3.21, on présente les courbes (logw(N), logyg ||Ju — “6”L2(Qb)),

(IOglo(N)a logyo [lu — UJHHA(Qb)) et (IOglo(N)v logy llp — Pé”lﬁ(f)b)) .

ur=r"2z%

Log, fermeur)

10 L L L L
08 11 12 13 14 15 16

Log, (N

FIGURE 3.21 — Mesures d’erreur sur u et p

Commentaire : on remarque que la courbe de la pression est au dessus de la courbe
de la vitesse et ceci est dii au terme 35 dans les estimations dans le théoréme 3.2.2
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3.6. Résultats numériques

3.6.2 Cas général
Domaine (¢

On considére pour un premier test les fonctions :

(fry fos f2) = (r3/%zc0s0, 75/ 25100, r2%c0s20) et (gr, go, 9-) = (0,0,0).
On représente alors les tracés de u? resp uf), ul,p’ (avec N = 30, K = 8 sur chaque
sous domaine sur les figures 3.22 resp 3.23, 3.24, 3.25, et les tracés de u! resp up,ul
(avec N = 30, K = 8 sur chaque sous domaine), sur les figures 3.26 resp 3.27 et 3.28.

h=30;K=8;k=0

i
S
Nt
A
il
i

A
i

axe-I-

FIGURE 3.22 — Tracé de la fonction u?

On représente ensuite les isovaleurs de u? (avec N = 24 sur Q¢, Q4,et N = 28 sur €

et K = 8) resp u?,p" et p'(avec N = 30 et K = 8), sur les figures 3.29 resp , 3.30, 3.31
et 3.32.

Commentaire : on remarque, comme dans le cas axisymétrique, l'exellente liaison

entre les trois parties du domaine Q.
Remarque 3.6.2 Dans cet exemple, la solution exacte n’est pas connue.

Mesures de l’erreur sur le domaine 2

On considere les fonctions suivantes :

up = 22y%u, = 0,u, = —2x2y® et p = (22 4 y?)%/4(22 — 1)*/2. On donne alors les
courbes (logm(N), logyo [l — u5|\L2(m)) , (1og10(zv>7 logyo |[u — uaqu(m) et

(logm(N), logy [lp — IJJHLz(Qa)), sur le domaine %, sur la figure 3.33.

On a la méme remarque sur la droite de la pression qui est au dessus de la droite de
la vitesse. Le théoréme 3.3.1 confirme ce résultat.
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FIGURE 3.23 — Tracé de la fonction u{)

M=30;K=8;k=0

FIGURE 3.24 — Tracé de la fonction u?
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FIGURE 3.25 — Tracé de la fonction p°

M=30 =3 k=1

oo

0.005

oK

]
o5 ,0,4? M

-0.005 e

-0m
1

FIGURE 3.26 — Tracé de la fonction u}
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o -
axe-r- 1 axez

FIGURE 3.27 — Tracé de la fonction uj

M=30K=5 k=1

1T 9 0z axe-r-

FIGURE 3.28 - Tracé de la fonction ul
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%107
g prmmmm ey s
1
05
H 0
2
B
08
A
s
1 o 0 0s 1
axe-z-

FIGURE 3.29 - Isovaleurs de u? (avec N = 24 sur Qf,Q4,et N = 28 sur 2§ et K = 8)

%10
1 1
09 0
o8 C ¢
07

-0.5

08 | —

. -1

5 05

2

® 1.5
0.4
03 -
02 25
04 m N 2
0

axez-

FIGURE 3.30 - Isovaleurs de u? avec N = 30, K = 8
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025

FIGURE 3.31 — Isovaleur de p° avec N = 30, K =8

N=30 K= k=1
1

axe-r-

FIGURE 3.32 — Isovaleurs de p' avec N =30, K =8
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axe-I-
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Log, ferreur)

105 11 115 12 125 13 135 14 145 15
Log, (N

FIGURE 3.33 — Mesures de l'erreur sur u et p

Domaine 2

On considere les fonctions :

(for fys f2) = (2% + 2 + 92, —22y, —222) et (g, gy, 92) = (0, —zy(1 — 2%),0).

On représente les tracés de ugl)resp Imag(uém), pD ety (N =34, K = 5 sur chaque
sous domaine) sur les figures , 3.34 resp 3.35, 3.36 et 3.37.

Dans les figures 3.38 resp 3.39 on présente les isovaleurs de u? resp de p? et u2 avec
N =20,K =5.

Mesures de Perreur sur le domaine Q°

On considere les fonctions suivantes :
ug = (22 + %)/ uy = 0yu. = —4(a? + y?)¥/322 et p = x2. Dans la figure 3.40, on

représente les courbes <1ogw(N), logyq [|u — “6”:42((%)),

(IOgl()(N)s logy [l — “5”11\((25)) et (IOgl()(N)s logy [Ip — PJHU(fzb))’ sur le domaine
Qb
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N=34H=5 k=1

axe-z-

FIGURE 3.34 — Tracé de la fonction u!

N=34; =5 o=t

axe-z-

FIGURE 3.35 — Tracé de la partie Imaginaire de u}
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K=3 =5 o=t

eI~

FIGURE 3.36 — Tracé de la fonction p!

axe-I-

FIGURE 3.37 — Tracé de la fonction u?
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x10
2
0
2
4
5
E:
-10
12
14
FIGURE 3.38 - Isovaleurs de u!
(eS| e o
B : 13
a8 ~af- 4 o = a
} os
a o b
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o4 T L% -1
N : . s
03] 02 $on e &
i B i3 25
R B B et s R
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FIGURE 3.39 — Isovaleurs de p? et u}
5 —— Ky
—E— 1%
" —O— %
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08 0.8 1 1.1 12 13 14 15
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FIGURE 3.40 — Courbes d’erreur de u et p
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Conclusion

ans cette thése on s’est intéressé aux problemes tridimensionnels de Laplace et de
Stokes dans des domaines axisymétriques. Ces problémes sont réduits, sans approxi-
mation et par des développements en coefficients de Fourier en une famille dénombrable
de problemes bidimensionnels. Les domaines qu'on a considérés présentent des singula-
rités géométriques et sont décomposés de fagons non nécessairement conformes. Les non
conformités sur les interfaces entre les sous-domaines sont traitées par la méthode des
joints. La méthode de base de discrétisation est la méthode spectrale. On a montré alors
des résultats d’approximation optimaux, proches de ceux trouvés lors de 'approximation
conformes avec des contraintes de continuités sur les interfaces. Ceci prouve encore une
fois l'efficacité de la méthode de joints. On a fait en outre plusieurs tests numériques qui
ont confirmé nos prédictions théoriques. Quelques remarques sont a signaler concernant
ces tests. On note que les erreurs sur la vitesse et sur la pression perdent une partie de
l'information théorique sur les interfaces, ceci nous a obligés a augmenter le nombre de
neeuds pour avoir une bonne précision. On note aussi qu’apres un certain seuil, I'ordre de
troncature dans les séries de Fourier n’a plus d’influence sur la convergence de la vitesse
et la pression. Enfin, les techniques utilisées dans ce travail pourraient étre généralisées a
des géométries axisymétriques pluscomplexes parfaitement réalistes dans les applications
tels que les cones ou les spheres (qui présentent des singularités de coins) ou encore a
des fluides ayant des lois de comportements plus complexes tels que ceux régis par les
équations de Navier-Stokes.
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Chapitre

Annexel : Calcul des Polyn6mes

Sommaire
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4.1 Polyndmes orthogonaux dans L*(A)

On appelle (L,), la famille des polynémes Legendre orthogonaux dans L?([—1,1])
vérifiant pour tout n € N
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4.2. Formules de Gauss-Lobatto associées a L'y

(4.1.1)

(1=¢AL) +n(n+1)L, =0
Onm

1
Vn >0, /AL"(oLm@)dc:H’

et
I
2
en plus on a la relation de recurence :
{ Lo(¢)=1etLi(¢) =,
(41 Lns1 () = Cn+1)CLn () =nlna((), n21

4.2 Formules de Gauss-Lobatto associées a L'
On appelle formule de quadrature de Gauss-Lobatto, la formule de quadrature sur

[—1,1] exacte pour les polyndmes de degré < 2N — 1 qui s'écrit :
1 N
e P ). [ e@de=Y 2 (6)p
-1

=0

ol les points d’intégration sont
S=-1 & =1 ¢&,1<j<N-—1 sontleszeros du polynéme L’y
PO = PN = Ny P N(N+12)L‘N(5J) 1< j < N —1 sont les poids associés
4.2.1)

4.3 Polyndmes orthogonaux dans L}(A)

On définit une famille de polynémes (M,,),, par :
Ly (€) + Lny1 () n>0.

)

M, () = LR
Ces polynomes vérifient 'équation différentielle :
(1+0)*A =M +n(n+2)(1+¢) M, =0 (4.3.1)
et sont orthogonaux dans L?([—1, 1]) et vérifient :
/1 M, (M, (Q)(1+Qdl = 0 et My(1)=1.
1 . )
[ oorox = 2
et la formule de recurrence :
My(¢)=1et M (¢Q)=35(3¢-1),
{ EEMai1 () = (¢ - G ) Ma () — 557 Ma-1(0), n21
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4.4. Formules de Gauss-Lobatto associées a M},

4.4 Formules de Gauss-Lobatto associées a M},

Ce sont des formules de quadrature a N + 1 points exactes sur Poy_1([—1,1]) qui
s’écrivent :

1 N+1
Vo € Pan-1 (A), / Q)M+ dc =Y @),
. 2

ou

({2) =-1 ](\?j_l =1 4}2), 2 < j < N sont les zéros du polynéme M},
@ _ 8 @ _ ,2 < j < N +1 sont les poids associés

4
YT NmeME-D) Y T ON(N+2)ME ()’
(4.4.1)

4.5 Polynomes de Lagrange

4.5.1 Explicitation de l]@)

On note l;z) le j-i¢me polynéme de base de Lagrange associé¢ aux zéros de (1 —(2) My,
on a la proposition suivante.

Proposition 4.5.1 Le polynéme Z;Z) de Lagrange, associé aux zéros de (1 — ¢2) M, vérifie
a-¢my

TNV M (P (=)
N+1 2(1=0)My (O

si2<i< Net(+#(

Po=3 U7 smnday si=1 (4.5.1)
LI i i=N+1

0ij si¢=¢Cetl<j<N+I1.

Preuve Par définition de 11(2)’ on a lﬁz) (&) = 04,1 < j < N +1etilexiste c € R tel
que
(1= )My
(€=3G)

1l reste a calculer ¢ pour que (1111(1 l,@(() soit égal a 1.
—Gi

1) =c (4.5.2)

1) Si 2 < i < N un développement de Taylor donne que lin(12) (2/1‘2_%))) = Mp(C)-
¢—=¢; T

_ N(N+2)Mn (&
1-¢)

Dautre part, la formule (4.3.1) donne My ((;) = ). On remplace dans

(4.5.2), on trouve alors

(1-¢My
N(N +2)Mn(G) (¢~ G)

1) = -
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4.5. Polynémes de Lagrange

2) Sii = 1 on utilise (4.3.1) pour ¢ = ¢, = —1, on obtient My (—1) = —w,
ot My(—1) = (=1)Y (N + 1). On remplace M} (—1) dans (4.5.2), on trouve le résultat.

m$i=N+ummmmm3gnmm<:gwl:memmmnmuq:ﬂﬁ;ﬁMwuL
ot My (1) = 1. On remplace M (1) dans (4.5.2), on trouve le résultat. m

Proposition 4.5.2 Soit l;z) les polynémes de Lagrange associés aux zéros de (1 — ¢2)My,.
Alorsona: u
e si2<i<Netj#i
72(17%) si2<i<Net j=i
2(—)N Mn(¢5) . .
(@) =) Tnare) sii=1let j#i (4.5.3)
c L(%H) sii=1et j=1
- sii=N+letj#i
; 2
N(N+1i (N+2) 4

sii=N+1letj=i.

Preuve D’apreés la proposition précédente on a

. . 2 1-¢%) M,
D828 <N B0 = S e

a) On dérive ((1 +O)(¢— (1)152)(4)) et on utilise (4.3.1). On pose ( = ¢; avec j # i,
c@r ey M)
on obtient I;""(¢;) = M D)6y
b) On dérive deux fois ((1 +O¢ - (z)ll(-z)(g)) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (;,

. 2
on obtient 1! (G = —m‘

.. 2 N+1 2(1-O)My
2 8ii=1onall?(() = (-1 HEHRG,

a) On dérive ((1 +§)211(2)(C)) et on utilise (4.3.1). On pose ( = (; avec j # i, on
2=V My ()
TN+
b) On dérive trois fois ((1 + C)W@(()) et on utilise (4.3.1). On pose ( = ¢; = —1, 0on

obtient lgz)'((l) = —N(]gi)”).

3)Sii=N+1onally, ()= LEoMs©

obtient liz)'((])

N+1 N(N+2)
a) On dérive ((1 - ()lﬁ)ﬂ({)) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (; avec j # i, on
) 2 My ()

obtient Z<N)+11(C]) == (ljicjz)) :

b) On dérive deux fois ((1 — ()l%il (C)) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (n41 =1,

on obtient 1), (1) = N2+ 4y
On note m; le polynéme de base de Lagrange associé a (j, 1 < j < N — 1 (; étant les
zérosde Ly. m
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4.5. Polynémes de Lagrange

Proposition 4.5.3 Soit l;z) le polyndmes de Lagranges associés & (1 — ¢)My. Alors on a :

(G=3¢,-2Mn () . ) .
TG in(cy  SL2Si<Netj#i
1 N(N+2)

WP~ ai-e)  SL2sisNej=i
M sii=1et2<j<N

(N+1)(1+¢;)2

(N— l)N(N+l)(‘\+3) sii=letj=1
SNED) sit=1letj=N+1
(A+3¢;) M (¢5) i i
7W sii=N+1let2<j<N
(=)™ (N+1)(N>4+2N—6)

2 NI A
(N+1) (.511\; +ON+2) | g

(2 —
GG =9 cov’ o) (454

sii=N+1letj=1
sii=N+letj=1i

Preuve 1)

a) On dérive deux fois ((1 +O¢— (l)lf.z)(f)) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (;
avec j # i, on obtient [V (¢;) = %

b) On dérive trois fois ((1 +¢)(¢— 4,)1§2)(§)) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (;, on

. 2)1n N(N+2
obtient 1% (¢;) = e ﬁ
2)

a) On dérive deux fois ((1 + 4)21(12)(()) et on utilise (4.3.1). On pose ( = (; avec
j#iet2<j < N+1,onobtient liz)”(g) = % et l<2)"( 1) = %

b) On dérive trois fois ((1 + g)%”(g)) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (3, on
obtient (7" (—1) = NZUNINADN4S)

3) On dérive deux fois ((1 - (2)1(\2&1( )) et on utilise (4.3.1). On pose ¢ = (; avec

. ) 2 143¢,) My
j#iet1<j<N,on obtient [ )"l(cj) = —w n

4.5.2 Explicitation de m;

On note m; le polynéme de base de Lagrange associé a £;,1 < j < N —1 ¢; étant les
zéros de L'y

Proposition 4.5.4 On a

(=€) Ln (&) -
(&) = PVEI0-6)EE) St 74
“—75‘7%) St j=gq.

Preuve On remarque que, d’aprés (4.1.1), ona :

(1-¢2) Ly (&)
N(N+1)Ly (&) (€= &)

m; (&) = - ,pourf £ & et1 <j< N
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4.5. Polynémes de Lagrange

On en déduit que :

. __(0-¢)
m;j(—1) = —mLN (1) (4.5.5)
et e
m; (1) = ’2(1:;(%]))' (4.5.6)

On dérive le polyndme (1 — &2) (£ — &;) m;(£) deux fois et on utilise (4.1.1), on trouve :

() = —— LI (&) [1+ e
TR 2Ly (&) (362 + 26,6, + 1) NN +1)(—¢)

en remplacant g par N et 0, on obtient

],pourq:OouN,

/ _ (1+£j) 7/ (3751')
m 0= ey (A 0+ Ee 0 =) @57
et
’ 77(175_7) o Ly (71)(3+§])
mj (1) = ALy () (LN( 1)+7(1+£j) ) . (4.5.8)
Pour 1 < ¢ < N — 1 on trouve
o _ (1*5?) L (&) .
e T TS P TR
et %,
A )
n

Explicitation de miz)
Proposition 4.5.5 Soit mf»z) le iéme polynéme de base de Lagrange associé aux nceuds de
(¢3),2<i<N.Alorsona:

@) oy (=)M) ,
mi (G) = @i oo POUTP#

2 5Ci—
mi® (G) = ks,

Preuve On remarque que, d’apres (4.3.1) on a

(1-¢) My (Q)
(N +2)My (&) (€= G)

77L52)(():7N ,pour( £ G et2<i<N+1

On en déduit que :
@y _(1+G6G) My (=1)
m;” (1) = My () (4.5.9)
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4.5. Polynémes de Lagrange

et
@y (1=G)My(-1)
m;” (=1) = TG (4.5.10)

On dérive le polynéme (1 —¢?) (1+¢) (¢ — gj)mg”(g) deux fois et on utilise (4.3.1), on
trouve alors

(G+1)
4(G—1) My (G)

m® (1) =

((1 —G) My (1) + MW) (4.5.11)

et
(1-6)

(9+3¢) My (—1)

m® (-1) = ((1 +G) My (1) + ) (4.5.12)

C6(1+G) My () 4
Pour 2 < p < N on trouve
, 1-¢) M, .
et 5 1
m® @) = 35—y
]

4.5.3 Ecriture des intégrales dans un rectangle [a, b] x [c, d]
Lemme 4.5.1 Ona b d

W = (5 wet o' = (S0
ou w' resp p’ sont les poids associés a ¢ resp & dans un rectangle [a,b] X [c,d].

Preuve Ces formules s'obtiennent simplement en faisant le changement de variable
1) On pose ¢’ = (452)¢ + (4£2) et @(¢') = u(¢). On a alors

b b—a 1
[ e —aoe = 5 [ uouan+gac

N+1 b—a )
= ;u(mv(@)(T) wi
N+1
= > al)(G)w;

i=1

d’otl
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4.6. Mise en ceuvre du Laplacien et du probléme de Stokes

2) Soit £ € ]—1,1[ et & € Jc,d[. On pose & = (95°)¢ + (45<) et @(¢') = u(€). On alors

d’ou

d N
[aenene = Y

i=0
o RGLGIE=T
N d—c
= D ul&)(E) (5
=0
o= (d — .

On déduit du lemme précédent que les produits scalaires sur [a, b] et [c, d] sécrivent

respectivement

et

(e tew = (502 (e w0y

(L2 (g v -

(g, 0er)) v

((O¢tt, 000))n = ((Ocu,0cv))

(06,90 = o (Deu, D)y -

4.6 Mise en ceuvre du Laplacien et du probleme de Stokes

4.6.1 Calcul de la matrice A

Lemme 4.6.1 Pourtouti >2,p< Netl<jqg<N-—1ona

2 (2)
(lg(n )lq7 Ly ly _ 15‘1’1/57’”“

) 'pPq-
T T 4 ry

Lemme 4.6.2 Pourtout2<i,p< N,l1<jetg<N-—1o0na

1
(00214, 8051, v = 10
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4.6. Mise en ceuvre du Laplacien et du probléme de Stokes

ol

— — 4 ’
V¢’ = O'a = NN GGG &7 0SI<C =N
g = FEegE) S9SN
2
Qoo = QNN = NN+l +6N+1

Pour la preuve, voir [21].

Lemme 4.6.3 On a

1
((&122)111: (r)rlz(ﬁ)lq’))N = Z‘Sqq’/’qﬁpp’ )

et trois cas se distinguent.

1)Si2<p,p<Netl<q¢d<N-1lona

8 /
N2 (G Ma (616 =G P # P
Bor =3 (PGS S i R
pi-z) ~ aarg? PP
2)Sip=1let2<p <Netl<qg ¢ <N-1lona

64
N (N +2) My (G) My ()1 + Gr)*

3)Sip=petl<q,¢d <N-1lona

Bip =

B =2+ (3= N (N +2)).

ME(D)

Preuve La formule d’exactitude, donne pour 1) et 2)

(2)r
. 1 I (7‘ r)
((()”122)1‘1"a"lz(ﬁ)lq'))N = _Zéqq’wp’/)q/ (lf’)u(rz)’) + % (4.6.1)
Pour 3) On a

@1t

p 1 l

((arl(LZ)lqurlgz)lq’))N = —0qq' Py’ Zl(lz)”(ﬁ) + |2 Q(T):|

0

On utilise (4.2.1) (4.4.1) (4.5.3) et (4.5.4) pour conclure. m

4.6.2 Ecriture de ay,a%;

Ona

(B Tyla 0l 1)) = (Dl el )) v (=5 =) (s L))
orona

((Ugs1g))N = bqq'Pgs ((Olqs Ocly)) v = Qgqrs ((Q%Jif))w = Opprwp et ((aélfwaﬁlg’»N = By
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4.6. Mise en ceuvre du Laplacien et du probléme de Stokes

On déduit alors que

d—c o~ - b—a 2
((06’ P q’BC’l l v = ( 5 )04q' PPy €L ((8£’l£lq785’l;’lq’))1\/ =( 2 )Z(ﬁ)épp’wpaqq“

De méme on a

2l, By d—c, Spploy
P4 4 _ pp'99q
((g/—a"(’—a))’vf( B} )(1+Cp)2“’p/’q~
On peut écrire finalement dans le cas de I'’équation de Laplace :
RGN, B (Nl (€)= (d7 )8aq’ Pq B’ +( )2(L)5 )
Np q\S )5 by q = B} qq’' PaPpp’ i—c pp' WpQgq’
2 d—c\ Opplyg
+k( 2 )(1+<)2 qu
et
an =ay .

4.6.3 Calcul de la marice B
La matrice B,

Lemme 4.6.4 Pourtout2 <i,p< Netl<jg<N-1ona

9 1
b ( lz(JZ)llbO? mi )mj) = Z‘qupqwzﬁipv

ot ()
1-¢2 My (¢p) )
] e TP
’WP 5¢p—1 i 7&
(-a) P
Preuve On a
2 ) @) 2 151
b ( l;, )lq,(); m; m;) = — m; mj,arlé, )lq + e
N

(2)
1 : m;” (rp) 1
Z‘iyq/)qu ("”52)10"17) + Tip) + Z‘Sm‘smﬂqu-
P

On utilise la proposition 4.5.5 pour conclure. m

Lemme 4.6.5 1) Si¢g=0,0na

) pom; (—1) (3m (2)/( 1w + m52) (1)) sip=1
bN(lf)lo,O;mg )m]') =9 pom;(—1) (lm( ) (D) w1 — mgz) (1))sip=N+1.
Lpom; (=1)m? (G wy sip € [2,N].
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4.6. Mise en ceuvre du Laplacien et du probléme de Stokes

2)Siqg= N,ona
prm; (1) (2m®' (~Dwy +m? (~1)sip=1.
b (P, 0;mPmy) = meJ(l)(zrrl()(l)wN+1— m® (1)) sip=N+1.
2)1
Lowm; (1) m (¢ wp sip € [2,N].

3)Sige[l,N—1],etpe[l,N+1ona

(-1)sip=1.
)

(1, (2)
bN(l;IZ)Zq:()?mEQ)m]): Padiq(zm; " (=1) w1 +m; :
(1))sip=N+1.

(2)
pebia(m’ (Vw1 — mi?

Preuve On utilise la propriété d’exactitude.

. . l(2)l
bN(lz(Jz)lqu?mEZ)mJ) = 7((m£2)m],8rl§2)lq+%))1v

Sapal [ 1P e~ [ (U,

ensuite on utilise le fait que m (2)'( ") = 2m§2)'(§) etfmf)'(r)lz(,z)(r)rdr im (2)'@ wp
et la proposition 4.5.5 pour conclure. m
La matrice By,

Lemme 4.6.6 Pourtout2<i,p< Netl<jg<N-1ona

(mPm;, =)y =

171,
Y pPq-

1617175]'(1 w,
4 7,

La matrice B,

Lemme 4.6.7 1) Pour tout2 <i,p< Netl<jqg<N-1lona

by (0, lqu 7’1(1)”"7) *&ql’q‘*’p%q

ou (1)
1-& Ln(&q) .
) o neE-s 179
RECR T .-
=) I
2)Pourtout2<i<Netl<jqg<N-1lona
2 2 1
bN(O’ Zg )lqva )mj) = Zmi ) (Cl)pqwl'\/jq:
ou

(1-€)  Ln()
) o 179
Via = 2, _
(17%) ji=q
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4.6. Mise en ceuvre du Laplacien et du probléme de Stokes

Preuve Pour la preuve du lemme 4.6.7, on a la propriété d’exactitude
1
2
b (0, lff)lq-,mﬁ )"7‘]> = Zéippqum; (&)

et
1
bn (0, l<2)l ) 1M >m1>:19qwl’7]qm (G1)

olt v;4 = mj (&) - Enfin pour calculer mj; (§,) et rn (Cl) on utilise les propositions 4.5.4
et4.5.5. m

Lemme 4.6.8 1) Siqg=0,0na

1,.(2) ’ P _
(0. N m@Pmy = 4 ami (G wp (po mj (=1) +m; (~1)) sip=Tloup=N+1
(0, 4, Lo, mym) 6wy (po m (=1) +m; (-1)) sip € [2,N].

1)Sig=N

N @ ImP ) w (pn m} (1) —m; (1)) sip=1loup=N+1
by (0, LY In,mi my) *{ fopwp (;N :n;m m; (1)) ;ipE 2, N].

1)Sige[1,N—1]
1 .
by (0, lévlq,mgz)mj) = Zm,gz) (Cp) wppqvjqSip=1loup=N +1.
Preuve On utilise la proprieté d’exactitude.

(om0 = [ (€0 ~ [y € (O

one (&) sig e L,V 1
m’, sige[1,N —1].
= ((mj, 0:1g))n = { mi({j) +m;(F1)sig=0ouN.

Enfin on utilise la propositon 4.5.4 pour conclure. m
4.6.4 Calcul de p

N N-1
On sait que py(r, z) Z Z ”m (rym;(z), on en déduit que

/pN r,z)rdrdz = iNZ:lng /m r rdr)(/mj(z)dz)

i=2 j=1

On prend la solution ps = py — 725 [o P (7, 2)rdrdz pour que

ﬁ /Qp(;(r., z)rdrdz = 0.
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Chapitre

Annexe 2 : Calcul de la matrice des
joints

Sommaire
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5.3.1 Polynéme 5N L 200

5.3.2  Polyndme I ~?

Pour traiter les trois domaines €2, Qs et Q3, on est contraint d’étudier quatres cas
possibles de joints.

5.1 Cas de la figure 1

On considére I'inconnue 9, appartenant a Py, (Q1), ® la fonction joint appartenant a
Py, (Q2). et la fonction test ¥ appartenant a Py, _o(I'!+2).
La relation de joint s’écrit sur I

b - b~ N
[ a1 ate)¢ - aac = [ o) - aoc G11)

a
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5.1. Cas de la figure 1

d

c d

FIGURE 5.1 — 1" cas du joint

Ceci donne :
o Nitl ~ _ oy Netl
O NS aichel = LS b b, (5.12)
i=1 i=1
ol

w} resp w? sont les poids associés aux polynémes
de degré N, resp N, pour le segment de référence [—1,1],
¢ resp ¢7 sont les noeuds associés & (1 — ¢?) M}, resp
(1 —¢*)M}, pour le segment [a,b] .
Puisque @, (b, €) = (b, e) et 7y (a,e) = (a,€), on a

Na+1
Zv (€ eU(chw! = D o(¢F, )b (a7
i=1
ol a? =w?si2<i<N,@f =wf —wl et} =wd | —wh -
On écrit (5.1.1) avec la fonction de base ¥ = 12 12 définie par l?’N"z(C}) = 0ij ,1,
j€{2,..,N:}. On note 4, (¢},e) = 5:¥*, on a alors

Zvl LU (CHw! = WM, —ZB”E{M,

avec Bj; = OJjwjetje {2, N1}

De méme, en notant $(¢2, e) = &% on obtient

N3 Nz+1
DG UG = Y@M TA(Re]
i—2 i=1

No+1

> Pudt.
i=1
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5.2. Cas de la figure 2

avec
2,N1—2 2\ ~2
Pji = l] G

On a ainsi Bo = P® et puisque B est inversible, on peut écrire :
o = BP9,

En posant Q = B~!P on a finalement :

oV intérieurs \ (I 0 o7/ intérieurs
iV extérieurs 0 Q 0

La matrice du probléme s’écrit :

QTAQ=Q"F\.

5.2 Cas de la figure 2

b
Q,
g
Q,
a
C d

FIGURE 5.2 — 2°™¢ cas du joint

On considére I'inconnue @, appartenant a Py, (1), ® la fonction joint appartenant a
Py, (Q2) et fonction test ¥ appartenant a Py, _»(I'"2).
La relation de joint s’écrit :

d ~ d_ ~
[ aeov©oc= [ aoueoe. (5.2.1)
En simplifiant les constantes, on obtient :
d— ) & _ d—c) . .
e S NPN G (I PGl 3y PRSIV (5.22)
i=0 i=0
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5.3. Cas de la figure 3

ol
p! resp p? sont les poids associés aux polyndmes
de degré N, resp N, pour le segment de référence [—1, 1].
&} resp €2 sont les noeuds associés aux polynomes
de degré N; resp N, pour le segment de référence [c, d].
On a alors
Ni-1 R Na ~
> 0960 U(ENp] =Y B(9.6)W(ED)A,
i=1 i=0
ol

pi=pisii€{1,2,...,No— 1}, R, = piv, — Pk, €8 55 = P — Py
On écrit (5.2.1) avec les fonctions de base I;Vl’2 définies par ljvl’z(gil) = dij, 4,] €
{1,..,N1 —1}.Ona #(g,&}) = o, et
Ni-1 ~ ) Ni-1
> oo &N W€} =0 o) = D B (9.€)
i=1 i=1

avec
1
Bji = bijpj.

En notant &(g,¢2) = $2 on obtient

Ny N
S B(g, ()R = S B2
i=1

i=1

avec
Py = 1€ A

On déduit que Bo = P®, et puisque B est diagonale non nulle, alors on a écrire :
o= B"'Pd.

On pose Q = B~'P et on a finalement :

9% intérieurs I 0 9% intérieurs
1 extérieurs )~ \0 Q li

La Matrice du probléme s’écrit :

QTAQ=Q"F.
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5.3. Cas de la figure 3

[

a

FIGURE 5.3 — 3™ cas du joint

5.3 Cas de la figure 3

On consideére I'inconnue o, appartenant aPy, (Q4), deux fonctions joints byeP N, (£22)
et &3 € Py, (), et la fonction test ¥ appartenant & Py, »(I"). On suppose que N; <
inf(N2, N3), on a

b N c N d . .
/ (¢, () —a)d’ = / (¢, &) F(C)(C — a)OC' + / By (¢, )B(C) (¢ — @)’

Ceci donne :
- u)zmﬂ R 2N2+1
Y alch el = Z B2, )W (CH)w? (53.1)
i=1
Nq+1

-9 Z B33, €) T () (€ — ),

¢} resp ¢? sont les noeuds associés aux polynomes
de degré N, resp N, pour le segment [a,b] .

198 .
J. Satourti



5.3. Cas de la figure 3

d’ou
N i o g\ 2Nl .
Saouchd = (F2) S one (532)
=2 i=1
b—c Noo oo, ~ e .
R (e T ENE - ),
1=0
ou

2
G =w?si2<i<No+1 etdf=w?—(222) wi

c—a

- . ) . bt
P=pisi0<i<Ny—1 etpd, =pi, - 2((;b_ac))w11v1+1_
On écrit (5.3.2) avec la fonction de base l?'Nl’zdéﬁnie par l?’Nl’Z(C}) = dij,i, Jj €

{2,.,N1}.Ona (¢l e) = 5V, etona

Ny Ny
>ond ¥ = #Nw; = Bt(de)
i=2 i=2

avecj € {2,.,Ni}.

avec
Bji = 6ijwi.

On a aussi

N i o g\ 2Nt .
Suoucid = (F2) S b one
i=1

i=2

2b— ) .
B LA OREDE i 539)

+

Ensuite, on note &5(¢2, ¢) = ®% et &3(¢%, ¢) = . On conclutalorsque P; = ( P? P} ),
2 < j < Ny, avec
2
P = (g::? (S
P = HEs N ()€ - a)id.

- - H2
On peut déduire alors que By = P® ou & = < %3 ) , et puisque B est diagonale non

nulle, alors on peut écrire #; = B~'P®. En posant Q = B~ P on a finalement :
oy interieurs \ _ (I 0 oY interieurs
U1 exterieurs 0 Q P
La Matrice du probleme s’écrit alors

Q"AQ=Q"F.

[Polynémes associés aux joints]Polyndmes associés a la matrice de raccord
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5.3. Cas de la figure 3

5.3.1 Polynéme /7" ?

Soit € Py_5 (Q) le polyndmes de Lagrange associés aux zéros de M. Dans la

proposition suivante on va écrire lf‘N ~Zexplicitement :

2,N—2
5

Proposition 5.3.1 Soit l?"N72 les polynémes de Lagrange associés aux zéros de M‘/\h Ona

1-)My(Q)

2,N—2 _
L= - NN oM ) =)

si ¢ # Cj et 1 sinon.

Preuve Si 2 < j < N, on écrit lf’N’z de la forme suivante :

2N M,
Si¢ — (j,ona )
oaN-2,\ _ 4 _ o My(Q)
BTG =l=alin T
Comme on a ,
M)
M Ty~ M)
e N(N +2)M
M) = - TGy <<
J
on déduit que
S )
T NN +2)My(G)

5.3.2 Polynéme [} *

N o - [ / -
Soit lj-V 2 les polynomes de Lagrange associés aux zéros de L. Pour expliciter ce
polyndéme, on utilise la proposition suivante :

Proposition 5.3.2 Soit lJN =2 le polynémes de Lagrange associés aux zéros de L/A Alors on

a:
(1-€)Ly(©)
N(N +1)Ln(§)(E - &)

N2 =— si € # ¢ et 1sinon. (5.3.4)

Preuve Pour 2 < j < N, on écrit Z}N’Q de la forme suivante :

’

l;v’2(§) —a Ly (&)

(€-¢)
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5.3. Cas de la figure 3

Si{— ¢ )
B =1 =0l
or
LN
Jim 22— )
et
L) = - e
J
o
. (1-¢)
.

N(N +1)Ln(&)
On en déduit (5.3.4). m
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